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对 于 数学 研究 与 培养 青年 数学 人 才 而 言 ， 书 籍 与 期 刊 起 着 特殊 重要 的 作 
用 .许多 成 就 卓越 的 数学 家 在 青年 时 代 都 曾 钻研 或 参考 过 一 些 优秀 书籍 ， 从 中 汲 
MER, KARN. 

20 世纪 70 年 代 后 期 , 我 国 的 数学 研究 与 数学 书刊 的 出 版 由 于 文化 大 革命 的 
浩 动 已 经 破坏 与 中 断 了 十 余年 , 而 在 这 期 间 国 际 上 数学 研究 却 在 迅猛 地 发 展 
着 . 1978 年 以 后 , 我 国 青年 学 子 重新 获得 了 学 习 、 钻 研 与 深造 的 机 会 ， 当 时 他 们 
的 参考 书籍 大 多 还 是 50 年 代 甚至 更 早期 的 著述 ， 据 此 , 科学 出 版 社 陆 续 推出 了 
多 套数 学 丛书, 其 中 《纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 》 从 书 与 《现代 数学 基础 从 书 》 
更 为 突出 , 前 者 出 版 约 40 卷 , 后 者 则 逾 80 卷 ， 它 们 质量 其 高 , 影响 颇 大 , 对 我 国 
数学 研究 、 交 流 与 人 才 培 养 发 挥 了 显著 效用 ， 

(现代 数学 基础 从 书 》 的 宗旨 是 面向 大 学 数学 专业 的 高 年 级 学 生 、 研 究 生 以 
及 青年 学 者 , 针对 一 些 重要 的 数学 领域 与 研究 方向 ， 作 较 系 统 的 介绍 ， 既 注意 该 
领域 的 基础 知识 ,又 反映 其 新 发 展 , 力求 深入 浅 出 , 简明 扼要 , 注重 创新 

近年 来 , 数学 在 各 门 科 学 、 高 新 技术 、 经 济 、 管 理 等 方面 取得 了 更 加 广泛 与 
深入 的 应 用 ,还 形成 了 一 些 交叉 学 科 . 我 们 希望 这 套 从 书 的 内 容 由 基础 数学 拓展 
到 应 用 数学 、 计 算数 学 以 及 数学 交叉 学 科 的 各 个 领域 

这 套 从 书 得 到 了 许多 数学 家 长 期 的 大 力 支持 , 编辑 人 员 也 为 其 付出 了 艰辛 的 
劳动 . 它 获得 了 广大 读者 的 喜爱 . 我 们 诚挚 地 希望 大 家 更 加 关心 与 支持 它 的 发 展 
使 它 越 办 越 好 ， 为 我 国 数学 研究 与 教育 水 平 的 进一步 提高 作出 贡献 
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本 书 讲述 代数 群 . 我 们 将 同时 介绍 两 类 代数 群 :线性 代数 群 和 Abel BEE. 
考虑 矩阵 É a 其 中 心心 ed 为 满足 条 件 ad — be = 1 的 复数 . 由 这 样 的 


矩阵 所 组 成 的 集合 记 作 G. EERE, G 便 是 一 个 线性 代数 群 . 
取 复 数 go, ga, 使 得 g3 A 2792. 以 P? 记 复 数 域 上 的 射影 平面 , A r, y, z ic P 


上 的 齐 次 坐标 . 在 P* 内 满 正方 程 
zy? = 4r? — gorz” — 932” 


的 点 所 组 成 的 集合 记 为 E. AAMA RAIMA AE BEE MACH 
构 , 并 且 这 个 群 的 运算 可 以 用 多 项 式 来 表达 . 在 这 个 意义 下 , 五 是 一 个 交换 射影 代 
数 群 . 我 们 常 称 E 为 椭圆 曲线 . 把 椭圆 曲线 推广 至 相对 高 维 数 时 便 是 本 书 所 介绍 
的 Abel 概 形 . 

科学 知识 的 整理 和 传播 是 科教 兴国 的 一 个 重要 支柱 , 编写 教材 是 达到 这 个 目 
的 的 有 效 手 段 . 本 书 的 目的 是 帮助 读者 学 习 代 数 群 论 . 

说 起 代数 群 论 的 历史 , 就 要 从 Gauss 的 “算术 教材 ”(“Disquisitiones Arith- 
meticae”, 1801) 开始 . 它 详 论 了 二 次 型 , 在 此 书 的 最 后 一 部 分 讨论 了 带 复 乘 的 
椭圆 曲线 . ATER, 自从 有 了 和 群 和 和 矩 阵 的 概念 , 就 开始 被 研究 了 . 由 二 次 型 
所 决定 的 线性 代数 群 便 是 正 交 群 . 但 是 真正 研究 代数 群 则 应 该 从 20 世纪 50 年 
代 Weil,. Dieudonné, 华罗庚 , Chevalley, 段 学 复 算 起 ( 见 文 献 [51] FE). PAX 
进入 Grothendieck 时 代 , 加 上 代数 数论 不 断 提 出 新 的 要 求 ， 代数 群 论 耽 不 停 地 
向 前 发 展 . 由 于 代数 群 以 代数 几何 为 语言 , 所 以 便 从 Weil 的 代数 入 体系 转移 到 
Grothendieck 的 概 形 - SHER. 

在 代数 群 方面 我 国 一 直 具 有 优秀 的 工作 , 也 出 版 过 一 批 很 好 的 书 . 关于 典 
型 群 有 [8]; 对 于 实数 域 的 情形 有 [7], [16], [4], [20], [19]; 关于 Abel KWARA 
[238]， 另 一 方面 , 华东 师 大 在 曹 锡 华 领导 下 自 20 世纪 80 年 代 以 来 建立 了 非常 
成 功 的 强 有 力 的 代数 群 与 量子 群 的 基地 ， 人 才 奉 出 (可 参见 文献 [1], [78], [299], 
337], [406], [404], [109], [405] 等 ). 这 里 不 能 详 列 , 读者 可 去 MathSciNet 查找 

全 书 分 为 三 篇 ?. 在 第 一 篇 , 我 们 介绍 定义 在 代数 闭 域 上 的 线性 代数 群 G, E 
要 是 讨论 G 的 根系 结构 . 然后 , 我 们 讨论 线性 代数 群 的 Galois 上 同调 理论 及 算术 
性 质 . 

@ 因 为 本 书 三 篇 内 容 相 对 独立 , 故 各 篇 体例 , 如 章节 、 定 义 、 定 理 、 公 式 等 序号 目 成 体系 . 


iy. | 前 言 


第 二 篇 讨论 群 概 形 , 分 成 两 个 部 分 . 前 两 章 是 有 限 群 概 形 , 研究 的 方法 和 第 一 
篇 完全 不 同 . 我 们 把 群 概 形 看 作 层 , 如 此 便 可 用 同调 代数 的 方法 . 为 了 明白 Abel 
概 形 的 挠 点 , 这 部 分 是 必要 的 . 

a ER LUE Abel 概 形 的 基本 理论 , 在 域 上 的 Abel 概 形 的 理论 在 
Mumford 的 教科 书 中 已 有 很 好 的 介绍 ， 但 是 不 能 避免 在 一 般 概 形 S 上 的 Abel 
概 形 . 

以 上 三 种 代数 结构 : 线性 代数 群 、Abel 概 形 和 有 限 平坦 群 概 形 , 除了 它们 都 
征 重 要 的 代数 群 之 外 , 还 有 更 重要 的 原因 令 我 们 需要 同时 了 解 它们 . 比如 要 了 解 
Wiles 的 费 瑟 大 定理 的 证 明 或 要 了 解 来 自 典型 群 的 志 村 簇 (Shimura variety) 是 
Abel 概 形 的 模 空 间 时 , 线性 代数 群 与 Abel 概 形 是 同时 出 现 的 , 也 是 无 可 避免 的 . 

第 三 篇 讨论 代数 环 面 的 算术 性 质 ， 正如 Abel 徐 是 具有 交换 群 结构 的 射影 簇 ， 
代数 环 面 则 是 具有 交换 群 结构 的 仿 射 艇 ,Tate 把 代数 数 域 的 算术 结果 推广 到 代数 
WEE, RE Ono 计算 了 代数 环 面 的 玉河 数 (Tamagawa number). 

类 域 论 是 代数 数论 的 重要 部 分 之 一 , 而 互 反 律 (reciprocity law) W 
是 类 域 论 中 的 中 心 定 理 . 在 数 域 上 的 互 反 律 是 首先 由 日 本 人 高 木 贞 治 
(Takagi) 用 解析 方法 证 明 的 ， 互 反 律 的 代数 证 明 是 由 Chevalley、 中 山 正 
(Nakayama), Artin, Tate, Neukirch, Vostokov 发 展 起 来 的 ， 可 以 说 经 典 的 
妃 肥 人 律 是 叙述 交换 扩张 的 结构 ,而 Langlands 的 著名 猜想 是 把 互 反 律 推广 到 非 
交换 扩张 去 . 这 是 一 个 尚未 解决 的 课题 . 我 们 将 介绍 互 反 律 的 一 个 比较 简单 的 推 
三: 即 推广 到 代数 环 面 上 . 这 是 Langlands 的 工作 . 

我 们 假定 读者 有 研究 生 的 基础 代数 知识 .此 外 , 代数 数 域 是 一 个 最 基本 的 代 
DUH, 所 以 读者 最 好 先 学 习 一 点 初步 的 代数 数论 , 如 [3]. 在 阅读 第 一 篇 之 前 , 我 们 
假设 读者 学 过 代数 艇 的 初等 理论 ， 如 [27] 的 第 一 章 或 [14]. 要 阅读 本 书 的 第 二 篇 ， 
夸 首 需要 具备 概 形 的 基本 知识 , 如 [27] 的 第 二 章 或 [14], 并 且 需 要 了 解 概 形 与 函 子 
NRA, 这 方面 的 一 些 预备 知识 可 以 参看 [11]. 在 念 第 二 篇 后 三 章 之 前 , 最 好 能 先 
ine FAH HRA Abel fe. 椭圆 曲线 的 标准 教科 书 是 [347]; Abel 簇 的 名 家 

nn xe [264]. 要 了 解 第 三 篇 , 读者 需 具 备用 上 同调 方法 处 理 类 域 论 的 知识 . 

一 我们 谈 谈 参考 书 末 所 列 的 参考 文献 当然 并 不 完全 , 读者 在 MathSciNet 
上 可 以 合 看 到 全 面 的 文献 . 像 [259] 的 几何 不 变量 论 在 1965 年 第 一 版 的 参考 文献 
只 有 Al 篇 , 到 了 1994 年 第 3 版 就 增加 到 了 926 篇 ! 

1. 本 书 第 一 篇 所 讨论 的 线性 代数 群 是 指 一 个 带 有 群 结构 的 定义 在 域 上 的 
Nie. 4k 是 代数 封闭 域 时 , 经 典 的 资料 是 20 世纪 50 年 代 在 巴黎 的 Chevalley 
Seminar!” (这 便 是 [147] 中 所 引 的 BIBLE) 和 Rosenlicht 及 Borel 的 两 篇 文 
章 B1346]. 接着 是 Borel 与 Harish-Chandra 关于 算术 子 群 的 文章 ©], Borel-Tits 
关于 抛物 子 群 结构 的 文章 BI 以 及 Steinberg 关于 Chevalley 群 的 在 Yale 的 讲 
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义 B58) 和 Steinberg 关于 正则 半 单 元 的 结构 S991, 当 基 域 是 非 阿 域 (non- 
archimidian field) 时 , 一 方面 有 Kneserl*00| Harderlt’5ls6] 及 Chernousov!™! 
的 工作 , 另 一 方面 有 Bruhat-Tits 非常 有 创见 的 工作 81, 他 们 引入 了 Affine 
Building 这 个 新 概念 , 并 用 此 概念 考察 非 阿 域 上 的 线性 代数 群 的 绪 构 ,这 是 研究 
这 些 群 的 无 限 维 表 示 和 局 部 Langlands 对 应 的 重要 工具 . 

近 些 年 来 人 们 考虑 一 些 有 特定 性 质 的 域 上 的 线性 代数 群 的 结构 , 例如 研究 所 
iH R-Equivalence (Colliot-Théléne, Sansuc, Borovoi, Merkelev) 以 及 研究 高 维 
局 部 域 上 Building 的 结构 (|300|). 

关于 线性 代数 群 的 参考 书 有 [46], [169], [172], [354], [301], [70], [71], [387], 
[398] 和 [196]. 关于 线性 代数 群 的 表示 可 看 [182], [1]. 比较 近期 的 结果 可 看 
Habush-Parshalli 编辑 的 会 议 记录 ， 

2， 对 于 有 限 群 概 形 最 早 的 系统 的 研究 当 属 Grothendieck 的 [147] 以 及 
Dieudonné, Manin, Honda 三 人 的 工作 . 与 志 村 簇 有 关 的 这 方面 的 工作 见 [207], 
[213|. 

3. 在 第 二 篇 第 三 、 四 、 五 章 我 们 只 是 介绍 了 Abel 概 形 的 一 些 初 浅 的 性 质 . 

传统 的 Abel 簇 参 考 书 是 : [394], [225], [331]. 这 几 本 书 互 不 包含 对 方 , 又 不 
包括 [273]. 在 Weil 与 Néron 的 基础 上 , 还 有 [839]. 以 上 的 工作 都 是 用 [393] 的 
语言 . 现行 的 Abel ERARE Æ [264], 但 这 本 书 并 不 包含 以 上 几 本 书 的 内 容 . 

关于 Abel 概 形 可 以 看 [116], [371], [307], [120], [121], [63], [256], [94], [87], 
[288], [289], [275], [72], [407], [408], [189], [310], [93], 还 有 D. Mumford 得 Fields 
奖 的 工作 PS, G. Faltings 得 Fields XWX% H, 和 20 世纪 末 最 著名 的 文章 
|403]. 

可 惜 我 们 没有 介绍 形式 群 。 为 此 我 们 建议 参看 [411], [412], [237], [241] 和 
Manin 的 博士 论文 9. 关于 p-divisible 群 可 参看 [367], [119], [64], [306], [100], 
[250], [42]. 

4. 关于 Langlands 纲领 最 好 是 看 他 自己 的 说 法 : [229], [230]. 近 人 编 了 一 
本 会 议 记 录 : [38], 可 以 看 看 .近日 著名 的 工作 有 [162] 和 [104], 以 及 Lafforgue 
得 Fields 奖 的 工作 Ki， 至 于 几何 Langlands 理论 可 以 看 Laumon, Gaitsgory, 
Kapranov 的 文章 . 

”代数 群 论 是 有 很 丰富 的 内 容 和 广阔 的 发 展 空间 的 . 本 书 所 介绍 的 只 是 一 个 起 
本 书 的 第 一 篇 是 根据 黎 景 辉 在 华东 师范 大 学 的 讲义 由 陈 坊 态 增 与 而 成 ,如 
果 没 有 草 锡 华 教授 的 大 力 支 持 和 有 效 的 组 织 工作 ， 就 不 会 有 那 场 讲演 . 在 当时 艰 
难 的 环境 下 , BA XU BA, EBB. Nim. MRR RAR, BB. HBP 
正 、 肖 麟 等 共同 整理 并 印刷 了 那 本 讲义 , 也 是 一 次 难得 的 协作 . 借 此 机 会 我 们 网 


vi; WO A 


他 们 表示 衷心 的 感谢 .本 书 的 第 二 篇 是 黎 景 辉 在 北京 大 学 的 讲稿 , 由 赵 春来 编辑 
至 于 第 三 篇 则 是 黎 景 辉 在 香港 中 文大 学 的 讲义 . 陈 志 杰 承担 了 全 书 的 整体 编辑 工 
作 . 作者 之 一 的 黎 景 辉 特 向 另 两 位 合作 者 表示 感谢 , 没有 他 们 的 合作 , 这 本 书 是 不 
可 能 完成 的 . 

丁 石 孙 教 授 、 汉 克勤 教授 对 本 书 给 予 了 热忱 的 支持 ， 中 国 科学 院 科学 出 版 基 
金 的 支持 对 本 书 得 以 出 版 起 着 关键 性 的 作用 . 这 也 和 科学 出 版 社 昌 虹 编审 的 支持 
密切 相关 . 此 外 , 北京 大 学 数学 学 院 、 华 东 师 范 大 学 数学 系 都 在 本 书 的 撰写 过 程 中 
给 予 很 大 的 支持 和 帮助 , 我 们 在 此 一 起 深 表 谢意 
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第 一 篇 ”线性 代数 群 


本 篇 的 目的 是 介绍 线性 代数 群 . 线性 代数 群 是 矩阵 群 的 推广 . 我 们 主要 是 讲 
线性 代数 群 的 根系 结构 和 线性 代数 群 的 主要 例子 : 典型 群 . 

”在 大 自然 中 各 种 周期 现象 , 如 潮水 涨 退 、 心 脉 跳动 , 我 们 是 用 单 周 期 函数 如 
sin 2rz 来 建造 模型 进行 研究 、 理 解 以 至 制造 机 器 .函数 sin 2rz 的 周期 是 整数 
BZ, 这 是 个 交换 群 。 只 要 我 们 所 考虑 的 现象 的 周期 群 是 非 交 换 的 , Aa 
刻 出 现 了 ! 在 化 学 的 晶体 结构 研究 中 , WET EH, 在 量子 力学 中 有 西 群 , E 
义 相 对 论 中 有 对 称 空间 . 本 篇 所 讲 的 线性 代数 群 是 我 们 把 所 有 这 些 典 型 的 算 阵 群 
直接 推广 , 以 求 找 得 一 种 代数 结构 ,同时 包括 所 有 的 典型 群 . 这 样 , 一 方面 可 以 加 
深 了 解 其 共通 性 , 另 一 方面 可 以 同时 研究 所 有 的 典型 群 以 求 简化 研究 和 应 用 的 过 
程 . 我 们 所 得 的 代数 结构 便 是 线性 代数 群 . 线性 代数 群 和 李 代 数 有 非常 密切 的 关 
系 . 正如 李 代 数 一 样 , 我 们 可 以 用 根系 来 对 线性 代数 群 作 分 类 . 这 了 就 是 本 扁 的 主要 
内 容 . 

本 篇 还 介绍 了 一 个 新 的 结构 : 概 齐 次 向 量 空间 , 义 讲 了 Galois 上 同调 与 
Oe. EAR RAW, 我们 讨论 了 几 个 与 算术 子 群 有 关 的 诛 题 : 玉河 
数 (Tamagawa number), 志 村 簇 (Shimura variety), Hilbert 第 12 个 问题 和 


Langlands 纲领 , 希望 对 读者 阅读 文献 有 些 帮 助 . 


第 一 章 基本 概念 


1.1 代数 群 与 李 代 数 
1.1.1 线性 代数 群 


这 里 总 是 设 k 是 特征 数 为 零 的 代数 闭 域 , 而 且 考 虑 到 线性 代数 群 的 特点 . 为 
叙述 方便 , 我 们 不 要 求 代 数 簇 是 不 可 约 的 .， 除 特别 指出 外 , 假设 所 有 的 代数 簇 X 
MEENE k EK. 

定义 1.1.1 # 

(1)G ARH, 


AL RAL SA, 则 称 G 是 仿 射 代数 群 (aftne algebraic group) 或 线性 代数 入 
(linear algebraic group). 
例 1.1.1 最 简单 的 例子 是 域 的 加 法 群 , 这 时 的 乘法 运算 与 求 逆 运 算 分 别 


H 
Re 


(z, ,y)=£r+y, Ur) =— 


这 个 代数 群 通常 记 为 G，。、. 
例 1.1.2 为 一 个 简单 的 例子 是 域 k 的 乘法 群 k* = k\ {0}, 这 时 的 乘法 运算 
与 求 道 运算 分 别 是 


1 


u(z,y) =xzy, uz)= 7. 


这 个 代数 群 通常 记 为 Gin. 
比较 复杂 的 例子 是 : 
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例 1.1.3 一 般 线性 群 


G = GL(n,k) = {(ai;) | det(zi;) #0, zi € k} 


是 代数 群 . G 满足 定义 的 (1) 和 (3) 是 显然 的 . 而 根据 代数 几何 , G 是 n? 维 仿 射 
空间 AP 里 使 多 项 式 det(xi;) 不 等 于 零 的 点 构成 的 主 开 集 , 因此 是 一 个 不 可 约 仿 
RR, 它 的 仿 射 坐 标 环 同 构 于 局 部 环 kT, Tie, +++ » Thnlaet(ri5)- 
定义 1.1.2 设 G 与 G' 是 代数 群 , 若 映射 p : G 一 G' 满足 
(1) y 是 抽象 群 同 态 ， 
(2) y RFRA ASH, 
则 称 p 是 代数 群 同 态 . Bp 又 是 抽象 群 同 构 , 则 称 p 为 代数 群 同 构 . 
定义 1.1.3 KH AKRKRAG 的 子 群 , EH ILERA G HATH, WA 
也 是 一 个 代数 群 , AR H AG 的 闭 子 群 . 


以 下 的 定理 说 明 例 1.1.3 是 有 代表 性 的 ，- 
定理 1.1.1 任意 代数 群 必 同 构 于 茶 一 个 GL(n, k) 的 闭 子 群 . 


证 明 参 见 [169] p. 63, 定理 8.6. 四 a | 

如 果 G 是 一 个 代数 群 ， 可 以 证 明 G 5 只 有 一 个 极 大 不 可 约 子 集 包 含 单位 元 , 把 
这 个 不 可 约 子 集 记 为 G, 并 称 之 为 G 的 单位 元 分 支 (identity component). 易 证 
G? 是 G 的 一 个 正规 子 群 , 而 且 _ 


IG:G < 


(参见 [169] p.53, 命题 7.3). Æ G = G°, WEK G 为 连通 的 (connected). 进一步 
HAAGHHITHR |G: H] < œ, 则 H oG. 事实 上 , HG = UL, gH 

(其 中 9 =e), WoH 为 闭 集 (因为 和 A :G 一 G: x giz 为 自 同 构 ), 故 
UP giH AWS, BH = G\UL 9H AFR, 所 以 gH 也 是 开 集 . 于 是 有 


一 E N gH) 
i=1 


(G NgH)N(@NgH)=0, Hiki 


由 G? 的 连通 性 以 及 es GN gH AO, HAE G CH. 
单 看 代数 群 的 定义 实在 很 难 想象 它 们 究竟 是 什么 东西 ; PRA PASH E. 
第 一 个 分 类 的 定理 就 是 以 下 的 定理 (参见 [169] p.131, 定理 20.5). 


定理 1.1.2 ”任何 一 个 一 维 连通 代数 群 必 与 Ga R Gm FH. 
AA ES BC HUE: 


证 明 只 证 (2). FE, 


比较 F(T, T) & F(T- T) 的 系数 , 可 知 存在 整数 m 使 得 f(T, T) = T”, 
从 而 对 于 teE Gm, A p(t) = t”. MEE p € Aut(G,), VI y! € Aut(G,,). > 
p=", Hyp = 1Ẹ Vt e k*, t =t, FE mn=1,m=41, Bp 


p E Aut(Gm) < 全 y(t) = t™. 
所 以 Aut(Gm) & Z/2Z. 口 


11.2 HRK E 


这 里 要 复习 仿 射 代数 簇 的 切 向 量 空 间 的 定义 . BRE X C A" 包含 仿 
射 空间 的 零点 0, 并 设 X 的 定义 理想 是 


I(X) 一 (fi, fat , fm), 


用 十 由 fis f2,… ,fm E kii, To,--- , Ta] 生成 的 理想 . 那么 仿 射 代数 簇 X C An 
TE 0 所 处 的 切 向 量 空 间 定义 为 


这 样 定义 的 切 向 量 空间 在 具体 计算 时 还 有 不 便 之 处 , 为 此 我 们 下 面 给 出 一 个 等 价 
定义 : 
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EX 1.1.4 kj OO: KX] — k A RX) 在 点 x Ee Xati k SF (deriva- 
tion), 若 它 满足 以 下 人 条件 : 

(1) 6 是 上 线性 的 ， 

(2) 0(f9) = (60f)g9(7) + f(x)(09), 

(3) 对 所 有 的 a E k, 6(a) = 0, 
并 记 D(X), A kX] E r 处 所 有 大 导 子 的 集合 . 


根据 导 子 的 性 质 , 对 于 在 点 zx EX bak SF 0, 很 容易 计算 


命题 1.1.4 存在 线性 空间 的 同 构 : 


延明 对 于 a = (a1, Q2,* , An) = TF (X )o, 令 Oa (Ti) = Qj, XET 为 坐标 
函数 . 对 任意 的 g € kl, To, , 工 ,], 可 定义 


Soh (Oja; = , 1l<j<m, 


易 见 对 于 任意 的 f e (X) 都 有 Of = 0. 这 样 ， 6。 可 诱导 得 映射 6。: k[X] = 
kT, Ta, oo , Tal (X) — k, 不 难 验 证 ， Oa € P(X jo. 从 而 可 定义 线性 映射 : 


中 : T(X)o — Y(X)o 


at— ôa. 


R<, 对 0 € YZ(X)o, 令 a = (OTi) ,Ô(Th)) Ek”. 由 于 0 Æ k| X] = 
k[T,, T2, ,Tn]/I(X) 一 大 的 映射 , 因此 对 任意 的 EIX), A Of = 0. 特别 ， 
eM X 的 fis fos °° , fm A 
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显然 线性 映射 


是 ® RRIT, 命题 得 证 . i £ 


1.1.3 ”代数 群 的 李 代数 


先 复习 一 下 李 代数 的 定义 : 
定义 1.1.5 老 吕 是 8 线性 空间 ， 有 一 个 双 线 性 取笑 |， |:Lx LL 
足下 列 条 件 . 
X,Y, Z]] +.[¥, [Z, X]] + [Z, [X, Y]] = 0, 


X, Y] + [Y, X| = 0, 


其 中 X,Y,Z EL, MARL AA k FR. 运算 [ ，] HARA. 


天 于 李 代 数 可 以 参看 [18], [22], [29] 及 [28]. 如 采 我 们 对 其 他 域 % 上 的 李 代 
数 有 兴趣 , 比如 大 的 特征 是 p > 0 时 ， 可 参看 322]. 如 果 假 设 李 代数 £ 是 无 限 维 
时 , 我 们 便 要 研究 Kac-Moody 代数 , 可 参看 |184] 及 [390]. 量子 群 是 为 外 一 个 从 
无 限 维 李 代数 演变 出 来 的 理论 , 可 以 看 [299], [243], [183], [199] 及 [77]. 此 外 量 


于 群 在 量子 计算 机 的 应 用 可 见 见 [198] 及 [110]. 关于 例外 本 代 数 的 结构 可 以 参看 
[180|, [181] 及 [61]. eo 


例 1.1.4 L= gl(n,k) = Malk) FEAT EAE Bn x n 方 阵 全 体 


x, 中- XY — YX. 


正如 熟知 的 , 关于 该 李 乘 积 , £ 构成 k. 李 代数 
定义 1.1.6 RRA 0 : AIG] 一 IG] FAA TIER: 
(1) 6 xk 线 性 的 ， 


(2) 5(fg) = (Sf)g + f (ôg), 
(3) 6(a) = 0 MAH a € k, 
则 称 5 是 有 [G] 的 开导 子 . 


请 注意 这 里 定义 的 上 导 子 与 一 点 £ E G 处 的 k td (ex 1.1.4) 的 区 别 . 
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定义 1.1.7 对 于 gE G 以 及 f EKG], 定义 和 gf € KG] A: 和 f(z) = 


关 似 地 对 于 gs G 以 及 f € k[IG), 可 以 定义 有 平和 ps : k[G] — k[G] 为 
Pg f(y) = flyg), 对 任意 的 Ze G. 
EX 11.8 设 6 是 一 个 kk 叶子 , 如 果 对 于 任意 的 gEG 有 


gd = OA， 


易 证 [51， | HERE k et BP [51 ble < an 可 以 验证 L(G) 关于 上 面 定义 
的 方 括号 运算 构成 一 个 大 BKK, 称 为 群 G 的 上 ERR 


G 的 李 代数 L(G) 与 单位 元 e 处 的 切 空间 I (Ge X 9(G)。 有 着 极 密切 的 


关系 . 

命题 1.1.5 若 记 g = AG), 则 存在 线性 空间 的 同 构 : 

L(G) =g 
WEAA 定义 映射 
站 0: L(G) — g = AG). 
= ôb, . 

这 里 对 任意 的 f € kG], 定义 06(f) = f(e). 这 样 定义 的 06 显然 是 e RNS, 
属于 2(G)e. 

RZ, 定义 

n : g — L(G) 


X —n(X) eA KX, 


*X(f)(g) = Xs- f) VgeG. 


下 面 验证 xX € L(G). 


= *X(f)(xr)g(re) + f(re)*X (g)(x) 
= (4X(f)g + *X(g))(@). 


因此 
*X( fg) = +*X(f)g + f*X(g). 


(ii) 验证 *X 是 左 不 变 的 : 对 任意 的 x,y € G 以 及 fe k[G], 有 


Ay (X (F)) (2) = (X(f) (ur) = X(Az-1yf) 
= X (Az-1 (Ày f)) = *X (A, f )(£), 


最 后 是 验证 On = 70, 这 是 很 容易 计算 的 . C 
利用 g 5 L(G) 的 同 构 , 可 将 L(G) 里 的 李 乘 法 | ，] 转移 到 BE MEN 


X,Y] = 0([*X, *¥]), 


这 样 g ENT k 上 李 代 数 . 


By: G 一 G' 是 代数 群 的 同 态 , 那么 p 作为 代数 能 的 态 射 会 诱导 单位 元 切 
空间 的 微分 dp: g = D(G)e > g' = 9(G')w. GER ple) = e'.) 如 图 


这 个 线性 映射 可 如 下 定义 : 对 6 eg f ekla], > 
dy(o)(f) = 6(f o p), 


则 dy(d) € g’. 
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我 们 有 以 下 交换 图 : 
| | 
e(a) #2 L(G") 


其 中 dy = y o dọ 0 0 是 由 dy 诱导 的 线性 映射 
命题 1.1.6 dp :gg 一 g 是 车 代数 同 态 . 


命题 的 结论 相当 于 (1.1) 图 可 交换 : 


我 们 将 证 明 (1.2) 图 可 交换 : 


L(G) x L(a) 4 L&G) 


从 而 通过 0 映射 即 可 得 到 关于 g 的 相应 结果 . 为 此 , 我 们 先 证 明 如 下 引 理 . 
引 理 1.1.7 xh’ Ek(G’, X €g, 3 X' =dy(X), R 


xX (k'o) = *X'(h’) og. 


wA ” 先 看 右边 , 对 于 任意 的 ge G, 有 


(#X"(h’) 0 p)(g) = *X"(h')((g)) = X Agia) 
一 及 ((Aorg)-: h) O p). 


最 后 一 步 是 因为 对 于 6 € LlG, 有 


dyô(f) =ôlf op), vf E€ k[|G], 


(1.1) 


(1.2) 
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而 对 任意 的 ze G, 


所 以 
(Mptg)-1 h) ° g9 = Àg-1 (h op). (1.4) 
利用 此 结果 ， 
(1.3) HK = X (Ag-1 (h' 0 p)) =*X(h'oy)(g), VgeG. 
XUE T 


o *X'(h')op =*X(h' oy). 口 
现在 我 们 着 手 证 明 命题 1.1.6. 
证 明 ”首先 证 明 | 

*X (Y (f)) =*X(*Y (f'o y)), 


HP X,Y €g, X' = dy(X), Y' = dy(Y), f’ € kG), f = p*f' = flop € k[G]. 
事实 上 只 要 对 Y’, f) 应 用 引 理 1.1.7, 即 可 算得 


现在 证 明 (1.2) 图 是 交换 图 . 由 于 


|G) = (6: HC] — HET, 
我 们 需 证 . 
4X’, Y] f = dy[«X,*Y]f’, Vf’ € k[G’, 
而 
左边 = (*X'*Y' —*Y'*X') f’ =*X*Y (f'o p) — *Y*X(f' o) 


= (*X*Y — *Y*X)(f o ), 
右边 = dyp(*X*Y — *Y*X)f' = (*X*Y — *¥*X)(f! oy), 


所 以 , 左边 = 右边 命题 得 证 | 4 
以 后 我 们 不 再 区 分 dp 5 dp, 一 概 记 为 dg. | 
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dy 的 一 个 重要 例子 是 : 对 9 €G, 


Int g : G — G 
Zt— gxg™*, 


这 是 群 G 的 自 同 构 . 把 d(Int)g 记 为 Adg, 不 难 证 明 


Ad: G — Aut(£(G)) 
gt— Adg 


是 群 同 态 , 也 是 群 G 在 线性 空间 L(G) 上 的 表示 称 Ad 为 G 的 伴随 表示 (adjoint 
representation). 下 面 我 们 计算 Ada 在 李 代 数 g 上 的 作用 . 


对 任何 f € k[G]， 


0(5' px) f = (Ope f)(e), . (1.5) 
HEX, 
0 (Paf) = (Ad x(4))(p2f) = 5(p2f ° Int z), (1.6) 
而 对 任意 的 y EG, 


所 以 
pyf olntz = A,-1f. (1.7) 


.12. 


这 样 将 (1.7) RARA (1.6) RA (注意 到 6 左 不 变 ) 
Ô (Paf) = 05z-:j)= Az-10(f). 


对 任意 的 f € k[G], (1.5) 式 就 成 为 


0(6 pa) f = Az-16f (e) = df (x) 
— px(Of)(e) 一 (p20) f(e) 一 O( p29) f, 
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命题 1.1.9 对 G = GL(n, k), 我 们 有 以 下 的 双 射 : 
L(G) <—+ AG). — F(G).=gl(n,k) 


证 明 ” 先 证 左边 的 一 一 对 应 关系 , 这 相当 于 证 明 如 下 3 A: 
(i) *Xf => fiX (g:), RF u*f = >; fi® gi, 

(ii) XEY (f))(e) = 2, X(fi)Y (gi) 

(iii) O(*X*Y)(f)= X.Y(f), Vf ekIG|. 


(ii) 由 (i), 
XOY (f) (0) = XAY (f)) = X B hr 
一 2, X (fi)Y (gi). 


. 13. 


BIERE (X.Y(Ti;)) 就 是 矩阵 (X(Tij)) = (wis) 与 矩阵 (Y (Ti) = (yiy) 相 乘 而 
得 . 

元 边 的 一 一 对 应 证 明 后 , 右边 的 一 一 对 应 也 不 难 证 明 . 这 是 因为 g[(n,k) 中 的 
PH [X, Y] = XY -YX 5 L(G) 中 的 李 乘 法 +X, xY] = *X*Y — «VY *X 相 


证 阴 ”根据 双 射 对 应 关系 : 


g = g[(m k) — Y(G)e - L(G) 


g > Adz(X) 


i ik 


L(G) 3 Ad x(*X) 


第 一 章 基本 概念 . 15 . 


先 对 X € L(G) 计算 Adz(*X)(T5)， 因 为 上 图 是 交换 图 , 所 以 Adz(X) = 
O(Ada(*X)). 由 定理 1.1.8, 


(*X)pzs (Tis)(y) = XAy-1 p72 Tij), (1.8) 


= Ty (ys Xs). g (1.9) 
于 是 由 (1.9) 式 , 可 得 
0(Ad z(*X))(Ti;) = Ad 2(*X)Ti;(e) 一 T5(ezXZ ) 
= Ty (aX xt). E 


所 以 
Adz(X)(T;) = 0(Ad z(#X))(Ti;) = Tyla X), 
也 就 是 说 ， 
Adz(X)= tX. Q 
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12 ”代数 群 的 基本 性 质 


p : G— Aut(k[G]) C GL(k[G]) 
g — Py, 
也 就 是 说 , pg 是 代数 kG] 的 自 同 构 , 也 是 向 量 空间 k[G] 上 的 线性 变换 , 而 p ÆG 
(在 空间 kG 上 的 ) 的 表示 . 
定理 1.2.1 WHEY g E G, 存在 唯一 的 s, u E G, 使 得 


证 明 参 见 [51], $4, 定理 4.4, [169] p.99, 定理 15.3. 


AT ps 是 半 单 变换 , 则 称 s 是 代数 群 G 的 半 单 元 , 若 pu ree BR u ENR 
ME G WHAT. 


j 1.2.1 T(n, k) = n i Jp: n 阶 上 三 角 阵 全 体 ， 
0 * 
* 0 
D(n,k) = = : n 阶 对 角 阵 全 体 ， 
0 * 
] * 
U(n,k) = a : NEA L= ASK, 
0 1 


它们 都 是 代数 群 (参见 [169] p.52, 7.1). 
XHEP t E€ T(n, k), FE s € D(n, k), u,w € U(n, k), 使 


t = su = u's. 


如 霖 一 个 代数 群 G 的 任意 元 9 ERR, 则 称 群 G ERAR. 
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1.2.2 可 对 角 化 群 及 环 面 


算 阵 群 最 简单 的 子 群 应 是 D(n, k). 在 一 般 的 代数 群 要 模仿 同样 的 情形 便 是 
定义 与 D(n,k) 相对 应 的 群 . 

定义 1.2.1 如 果 代数 群 G 与 D(n,k) 的 一 个 子 群 同 构 (代数 群 同 构 ), 则 称 
G AJ Xt FWA (diagonalizable). 

因为 D(n, k) 是 可 换 群 且 每 个 元 素 都 是 半 单 的 , 所 以 可 对 角 化 群 也 必 有 这 两 
个 特性 . 可 是 , 可 对 角 化 群 不 一 定 是 连通 的 . 
定义 1.2.2 wRG 是 连通 的 可 对 角 化 代数 群 , 则 称 G 是 一 个 环 面 (torus). 
例 1.2.2 D(n,k) 就 是 一 个 环 面 . 
定理 1.2.2( 刚 性 定理 ) 设 o:YxDD 一 也 是 簇 的 态 射 , 其 中 D,D AH 
角 化 代数 群 ，V ERT LR. 

知 对 任意 的 ZE T， 


是 代数 群 同 态 , 则 ore pz 是 恒 等 映射 , 即 对 不 同 的 ZiV EV, HAO, = o 
证 明 参 见 [169] p.106, 命题 16.3, [51] §8, Cor. 8.9, Prop. 8.10. 


1.2.3 ARH 
w G 为 抽象 群 , ABA G 的 子 群 , 用 (A,B) 表示 由 交换 子 的 集合 所 生成 的 
G 的 子 群 


(A, B) = (aba~1b- | a € A,b € B). 
定义 1.2.3 4 D°G=G, D°G = (D"-1G,D"-1G), 得 到 一 个 序列 : 


D°G>D'G>::-->D"G>.--- 


称 为 G 的 导 列 . 
定义 1.2.4 + OG =G, OG = (C°'G,G), 得 到 一 个 序列 : 


O©G>GE'G>--->G"G>-.--- 


称 为 G 的 下 中 心 列 . 
定义 1.2.5 若 存 在 n, 使 得 DnG = D"+1G =... = {e}, 则 称 G 是 可 解 群 . 
若 存 在 n, 144 CG = CG =... = {e}, 则 称 G ARER. 
E G 是 代数 群 ， 上 面 定 义 的 抽象 群 D"G, CG 都 是 G 的 闭 代 数 子 群 (参见 
[169] p.110, 命题 17.2), 因而 定义 1.2.5 对 代数 群 也 适用 . 
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(D CHER eA TRH s€ SA e S = 8, 


G .5 — G/G, ( 隧 集 空间 ). 


定理 1.2.3 设 G 为 代数 群 ， 义 是 一 个 徐 , P :Gx 大 一 X AKWKA 
H, p 定义 一 个 G 在 了 上 的 作用 , Q = {0(G,z) |x Ee X AMERA. 设 
m = min{dimY | Y € Q}. HY € Q, #dimY =m, MY AW. 


这 个 定理 说 明 : 维 数 最 低 的 轨道 一 定 是 闭 的 
例 1.2.3 这 里 给 出 代数 群 作 用 在 鳞 上 的 一 个 最 简单 的 例子 . 设 PGL(2, k) = 


GL(2, k)/k*, D) f A ia (< | 在 PGL(2,) 里 的 像 ,以 | 
则 PGL(2, k) 作用 在 P! E: 


(参见 [169] p.48). 


o A PEREA E 论 有 重要 地 位 . 


”定理 1.2.4( 固 定点 定理 ) 任 一 连通 可 解 群 G 作用 在 一 个 完备 艇 上 必 有 固定 
点 . 即 当 G 是 连通 可 解 群 ，V ESE, BM AH OI OXV 一 VV 定义 了 G 在 V 
上 的 一 个 作用 , LAE r EV, 对 任意 的 gEG 有 g:zX=x. 
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证 明 见 [51] 定理 10.4, [169] p.134, 定理 21.2. E 
id Gi, Ge 为 代数 群 ， Y. Go 一 Aut(G;) 为 代数 群 同 态 . E gi E Gi, 92 E Ga, 
VA go gı W p(ge)(91), 这 时 Go 作用 在 Ci E: 


Go XX G: 一 一 G: 
(92,91) — go: Jı. 


在 积 Gi x Go 上 和 定义 一 个 和 群 运算 


(91, 92)(91, 92) = (91(92 ` 91), 9292). 


这 样 Ci x Go 便 是 一 个 新 的 代数 群 , 我 们 记 这 个 代数 群 为 G1 x Go, MEA Gi, Go 
的 半 直 积 (semidirect product). 

定理 1.2.5( 可 解 群 结构 定理 ) 设 G 是 连通 可 解 群 ， 则 

(1) (Lie-Kolchin 定理 ) i 7: G 一 GL(V) 为 代数 群 同 态 , WMV ALAS 
空间 工 使 7(G)L CL. 

(2)G,={gE€G|g #2}, Æ G 的 连通 正规 闭 子 群 . 

(3) 若 T,T' 为 G 的 极 大 环 面 , MHEG EG 使 得 97"g-1 =T. 

(4) KT AG 的 任 一 极 大 环 面 , 则 G = Gu xT. 


于 某 个 极 大 环 面 (或 极 大 连通 需 么 子 群 ) 中 . 


WERA WL [51] §10. © 
j 1.2.4 T(n,k) 是 可 解 群 ， 且 有 正 合 列 OO 


其 中 是 包含 同 态 , r 是 投影. 易 证 : 


T(n, k) SU(n,k) x D(n,k). 


作为 定理 1.1.2 的 第 一 个 推广 , 便 是 以 下 的 定理 ， 
定理 1.2.7 若 连 通 代数 群 G 的 维 数 之 2, 则 G leh TARE. 


H#B=TMB,, GRF. THEN € Zt ER CB) F {e}, 但 
= {e}, RG"(B) C Z(B), 从 而 dim Z(B)® > 0. 
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我 们 知 B/Z(B)° 是 G/Z(B)Y 的 极 大 可 解 子 群 ， 且 B/Z(B) 或 者 等 于 
G/Z(B) 的 极 大 环 面 , REZ. 由 dimG/Z(B) < dimG 可 用 归纳 法 导出 
G/Z(B)° = B/Z(B), Mit G = B. a 

现在 可 以 证 明定 理 1.2.7. 

证 了 明 若 dimG < 2 H € G 个 可 解 则 存在 G 的 极 大 连通 可 解 子 群 BR 


由 上 一 小 市 的 结构 定理 1.2.5, 可 解 群 的 结构 已 经 十 分 清楚 了 . 面 对 一 般 的 G 
与 可 解 群 9 还 相差 多 少 呢 ? 我 们 总 希望 找到 的 可 解 群 8 还 是 正规 的 , 因为 这 样 我 
们 可 以 得 到 商 群 G/S, 而 通过 (G/S, S) 来 研究 G. 

定义 1.2.7 称 G 的 最 大 连通 正规 可 解 子 群 R(G) 为 G 的 根基 (radical). 

定义 1.2.8 4 GORA EMEA FH R,(G) A G 的 么 根 (unipotent 
radical). 显然 R,(G) < R(G). 


定义 1.2.9 Æ R(G) = e, 则 称 G 为 半 单 代数 群 (semisimple group). # 
Ru(G) =e, MAG 为 简约 代数 群 (reductive group). 


如 末 对 任意 有 理 表示 G 一 GL(v) 及 任 一 0 关 v e VS (= G 不 变 向 量子 
TE), 必 和 存在 正 整 数 7 使 得 有 五 € (Sym”V*)S 满足 条 件 F(v) 4 0, 我 们 称 G 
是 几何 简约 代数 群 (geometrically reductive group). Mumford 猜想 一 个 代数 群 
是 简约 的 当 且 仅 当 它 是 几何 简约 的 , 这 个 猜想 被 Haboush 证 明 (参见 [259] 第 三 
版 Appendix to Chap I: A). WR G 的 任意 有 理 表示 是 完全 可 约 的 (completely 
reducible), 则 称 G 是 线性 简约 代数 群 (linearly reductive group). 只 有 在 特征 0 
的 域 上 , 人 简约 与 线性 简约 是 等 价 的 ([117] p.178; [271]). 

对 任意 代数 群 的 研究 , 一 般 总 是 通过 如 下 的 手续 来 进行 的 (这 是 属于 Cheval- 
ley 的 一 个 定理 , 参见 [313]): 


第 一 章 基本 概念 .21 . 


任意 代数 群 : G 
含 e 连通 分 支 : cn G/G° 是 有 限 群 
仿 射 群 G, G° /G1 AT RIK 
可 解 群 (根基 ) RIG G1/R(G1) 是 半 单 代数 群 
Fe ZA HF (AAR) Rs(GY) R(G1)/Ru(G1) 是 环 面 (由 可 解 群 结构 ) 
(e) G1/Ru(G1) 是 简约 代数 群 


从 而 对 一 般 代 数 群 的 研究 差不多 就 归结 为 半 单 群 的 情况 了 . 在 上 图 中 我 们 用 
了 商 群 的 概念 , 在 下 一 小 节 (1.2.5 节 ) 我 们 澄清 一 下 这 个 概念 . 
命题 1.2.9 设 G 是 简约 代数 群 ， Z(G) 为 G 的 中 心 , 则 
(1) R(G) = Z(G)”, 
(2) (G,G)N Z(G) AFR. 


证 明 (1) 由 于 R(G) SE RH, 故 RG) = S- R(Gu, 其 中 是 
环 面 . HG 简约 , 知 R(G)。 = 1, R(G) AY.  R(G) 用 刚性 定理 ， 可 得 
Ng(R(G))° = Cg(R(G))°. 但 由 定义 R(G) AG, BI GC No(R(G)). Ti G 连通 
it G = Ng(R(G))° = Ce(R(G))°, @ R(G) C Z(G). X Z(G)? 连通 可 解 正规 ， 
A Z(G} C R(G), 所 以 R(G) = Z(G)°. 

(2) ALG WA, 故 G C GL(V), FÆ Z(G SG 作用 在 了 上 . 使 得 


V= DB Va Va={vEV |z-v=a(zv vz € Z(G} 


Hr X(Z(G)°) = {a : Z(G) 一 GL(1, k) 是 代数 群 同 态 }. 所 以 
Canv)(Z(G)") = B GL(Va). 
it g € (G,G), 则 因 g € G C GL(V), TAI g € Cony (Z(G)), 于 是 
(G, G) S Carm (Z(G)") N (GL(V), GL(V)), 
E (G, G) c @SL(Va). 


所 以 
Z(G)? N (G,G) € PD Z(GL(Va)) N SL(Va), 


而 等 式 右边 是 有 限 集 . 口 
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1.2.5 商 
关于 代数 群 的 丙 群 有 以 下 的 定理 . 


(ii) RUF AH n(G) =Y, 且 对 任意 的 g,9 € G, A g-7(g9') = 7(gg"). 

(iii) 对 任意 的 非 空子 集 S C Y, T(S) 为 HARRUAR. 

(iv) KARASH Y: G >X 满足 下 述 条 件 : 

对 任意 的 子 集 SCX, 若 m1(S) #0 Ø, 则 aa (S) 为 H ah RE HA. 
WAAR BA p :Y 一 XR pr =. 

(3) $#HAGHEMATH, WY RARA 

证 明 见 [51] Th. 5.1, 6.8; [169] 第 IV Æ. | g 

我 们 常 以 G/H 记 上 述 定 理 中 的 Y. 


分 别称 Co(S) 和 Ne(S) 为 5S 在 G 里 的 中 心 化 子 及 正规 化 子 . 
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命题 1.2.11 hAAG HATH, N 

(1) Co(H) 及 Ne(H) 均 为 G 的 闭 子 群 (AL [169] p.59, 推论 8.2). 

(2) £(Ce(H)) © Cea) (£2(H)) = {X € L(G) | [X, £(H)] = 0} ( [169] 
p.78, 练习 5). 

£(Ne(H)) © Nae) (£(H)) = {X € L(G) | [X, £(H)] C £(H)} (L [169] 
p.75, 推论 10.4B). 


MO EAP BRI ESTE HY Fe EAP se (参见 [169] p.116, 命题 18. 1). 


其 中 


Coun (s) = {X € £(H) | (Ads)(X) = X}. 


从 这 定理 便 可 得 到 一 个 有 用 的 命题 
命题 1.2.13 HAG 的 闭 子 群 , 可 对 角 化 子 群 D C No(A). ik 


Cum(D) 2 {X € £(H) | (Adz)(X)=X_Yz € D}, 


£(Cu(D)) = Cec (D). 


证 明 由 于 命题 1.2.11 (2), 只 需 证 8(Cy(D)) 2 > Cg) (D). i 

#& H? C Cy(D), W L(A) C L(Cu(D)), 命题 便 得 证 . 若 这 条 件 不 成 立 我 
们 便 对 dim H 作 归 纳 证 法 . dim H = 0 不 用 证 . W s € D tH dimCy(s) < dim H. 
显然 Cy(D) C Cals). 由 定理 1.2.12, Ce(m)(s) = £(Cu(s)), 所 以 Ce(m(D) CS 
£(C(s)). FAVA AN tee we E Fe LCa tD) 2 > LCou tD) = Cecu) (D) = 
Cem (D) N £(Cu(s)) = Cegn (D). L 

还 要 和 补 元 两 个 命题 . 7 

命题 1.2.14 设 G 为 连通 代数 群 ; 8 C G 是 环 面 , 则 Co(S) 是 连通 群 


参看 [169] p.124, 命题 19.4. 
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以 上 关于 中 心 化 子 的 结果 可 以 推广 到 群 T FHER G 上 的 情形 . 设 :T RO 
Aut(G) 为 代数 群 同 态 , Wo 定义 一 个 了 在 G 上 的 作用 : 对 teToeG 
t-g=(t)(g). X} X € L(G), Ut- X wdy(t)(X). 设 


CalT)={gEG|t-g=g YteT}, 


Cea (T) 一 {X = L(G) | t-X =X vte T}. 
命题 1.2.16 设 p :人 一 Aut(G) 为 代数 群 同 态 , T ATH ALE, N 


£(Ce(T)) = Ce@(T)). 
证 明 把 命题 1.2.13 中 的 G, H, D 分 别 设 为 G x T,G,T, 并 注意 到 (1,2) 
(9, 1)(1,t~) = (t - 9,1), 便 立即 得 到 本 命题 g 
右 我 们 进一步 设 全 是 环 面 , 则 do(T) 是 向 量 空间 g = L(G) 上 的 一 组 交换 
半 单 变换 , 故 L(G) 内 存在 基底 使 dp(T) 同时 对 角 化 , 也 就 是 说 存在 一 组 同 态 
(G, T) = {a : T > GL(1, k) | a 不 是 映 到 单位 元 的 常 映射 } 使 
g = C,(T) 中 Ba, 


CQE (G,T) 


其 中 
ga = {X Eg|t-X =a(t)X}. 


1.2.7 生成 元 


要 研究 一 个 群 的 结构 可 从 生成 元 的 性 质 开 始 , 以 下 命题 提出 一 个 生成 元 集合 . 
命题 1.2.17 KRG ABH, TARD, y: T > Aut(G) 为 同 态 对 
a E€ ©,(G,T), &T, = (Kera), KG’ 为 由 


aE, (G,T) 


这 样 由 G # Ce(T) AA g # go 从 而 (G, T) #0. 
对 于 ae (G, T), A £(Ce(Ta)) 一 Ci, (Ta) 2 go + Qa; 因而 


L(G) 2 go 中 ga = g = L(G). 


a€®,(G,T) 


由 G CG=G 可 得 G=G. O 


定义 2.1.1 称 G 的 极 大 连通 可 解 子 群 为 G 的 Borel FRF. 由 G 的 Borel F 
群 所 组 成 的 集合 记 为 Bo. HG HEF HE H, KBE = {B ce Beo | BDH}. 
例 2.1.1 T(n,k) € SBGL(n,k): 
定理 2.1.1 34 BXG Borel FA. 
(1) (完备 性 定理 ) G/B AAVA ( 见 [51] 定理 11.1; [169] p.134, 定理 21.3). 
(2) (HHH) G 的 所 有 Borel 子 群 均 与 BHM UL [169] p.134, 定理 
21.3). 
(3) (稠密 性 定理 ) G = U, cea 9Bg7 (% [51] 11.9; [169] p.139, 定理 22.2). 
(4) (生成 元 定理 ) 取 G 任 一 极 大 环 面 人, 则 G Th BE AR (I [169] p.154, 
推论 25.2C). 
(5) (正规 化 子 定理 ) B= No(B) ( 见 [51] 11.16; [169] p.143, 定理 23.1). 
定义 2.1.2 设 G 是 连通 简约 代数 群 ， P GTR, 如果 P 包含 G 的 一 
个 Borel 子 群 , 就 称 书 是 抛物 子 群 (parabolic subgroup) ( 见 [51] §11.2). 
我 们 只 证 明 以 上 的 (1) 与 (2). 为 此 , 我 们 复习 一 下 Grassmann we REM 
概念 . k kneel) V 的 d 维 子 空间 的 集合 记 为 G(d,n). 用 (ur, V2, , Va) 
记 以 {v1,v2,… ,va} 为 基 的 子 空间 , 定义 Pliicker 映射 


(U1, V2 , va) — [V1 人 v2 A++ Aval: 


则 p 是 一 一 映射 , p 的 像 集 是 射影 空间 下 (AsY) 中 OCH 个 二 次 超 曲 面 的 交集 , 因 
此 G(d,n) 是 一 个 射影 簇 (参见 [135], 第 一 章 85; [51] §10.3). 
V 的 旗 簇 (flag variety) 是 
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WERA iS A Bg 中 维 数 最 大 的 元 , 根据 定理 1.2.10, 存在 表示 G 一 GL(V) 
及 1 维 空间 VCV 使 $= {g EG |g- V = V}, MS EBE V/V 上 . 由 定理 
1.2.5(1), WAV A 2 维 子 空间 V2 D V, 使 得 9 . (Va/ Wy) = V2/V,. 如 此 继续 下 
去 便 可 得 一 个 旗 (假设 dimV=n) 


f=UuSEWES-:-S$V,=V)€ RV), 


ff S- Vi C Vi (1 <i<n), 透 过 表示 G 一 GL(V), G 作用 在 信 (V) 上: 对 于 
g EG, 


Vo = kv, + kun, .. eens f 的 稳定 子 群 9 必 与 Tin, 有 的 一 个 子 群 同 构 ， 
故 S 亦 为 可 解 群 ， 于 是 dim 9 < dim S. 这 就 告诉 我 们 G . f 是 维 数 最 小 的 轨道 ， 
所 以 根据 定理 1.2.3, G- f 是 闭 集 ， HERR IV) ABER, 因此 G . f 是 射影 
foe. 由 定理 1.2.10(2)(i), G/S 是 拟 射 影 簇 , 因此 也 是 射影 簇 . 

现在 让 B 作用 在 G/S E: 对 于 be B,g € G,b.(95) = bgS. 由 固定 点 定 
理 1.2.4, 知 有 gS E€ G/S 使 BgS = gS, 所 以 g-1Bg C S. 但 g-1Bg 与 5S 均 为 


Borel 子 群 , 由 Borel 子 群 的 极 大 性 得 g-1Bg = S. 现在 定理 是 显然 了 .， o 
推论 2.1.2 Æ H AG HARSH, 0) H ÆG 的 Borel 子 群 当 且 仅 当 互 可 
BA GJH RA. 


证 阴 元 分 性 : 根据 固定 点 定理 1.2.4, 知 B 在 G/HH 上 的 作用 有 固定 点 , 即 
TFE g € G, 使 g-1Bg C H. 但 g-1Bg € Bo 是 Borel 子 群 , H Borel 子 群 的 极 


大 性 得 g-'Bg = H, BH H E Bg. L 
命题 2.1.3 映射 
p:G/B—-Bq - 
gBt— gBg™" 
EIAI 


WEAR 由 Borel FRERRIE EHTA y 是 满 映 射 . 另 一 方面 , # p(gB) = 
Pp(91B), 则 9Bo- = giBgi'. 于 是 giig € Ne(B) = B (正规 化 子 定 理 )， 即 
gB = g1B 说明 o 又 是 一 一 映射 . O 
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G 可 以 通过 左 平移 作用 在 G/B E: X x EG, 令 (gB) = Zz9B. A-H 
fl, G 外 通过 共 斩 作 用 在 Bo E: 对 于 z E CG, 9 € Be, 令 加 09) = xr817. E 
然 对 于 ZEC 下 图 可 交换 : 


G/B 一 一 一 站 < 


事实 上 我 们 有 


rgB +— rgBg ‘a 


为 了 方便 , 我 们 常 称 Bo 为 G 的 Borel #, 并 简 记 Bo 为 B. 
命题 2.1.4 设 G 是 连通 代数 群 , Be 好 co € Aut(G). 若 对 任意 的 be B 


都 有 o(b) = b, 则 o =id. 
证 明 定义 一 个 映射 


根据 命题 假充 , o 在 B 上 古 恒 等 映射 , 故 9 可 以 诱导 映 射 5: G/B 一 G 使 下 图 
HAC HR: 


G ———_- G/B 
aN: 


由 于 G/B ENP, 5(G/B) 完备 且 是 G 的 财 子 集 . 而 G kW R, 所 以 
P(G/B) 必须 是 一 个 点 ee G. 也 就 是 说 p(G) =e. H golg) = 0(g)g =e 
o(g) =g, BA o =id. C 
命题 2.1.5 设 G 是 连通 代数 群 , BE Bag, M 


Z(G)" C Z(B) € Z(G). 


证 明 (1) Z(G) 连通 交换 正规 , 因而 连通 可 解 , 存在 B e Be 使 Z(G)? C 
B'. 而 有 ge G th gB’g = B, FÆ Z(G) = gZ(G)°g™ C gB'g™ = B, 可 得 
Z(G) C Z(B). 
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P : G — G 
g — bgb™ 
EAH polg =id, 根据 命题 2.1.4, pla =id. 也 就 是 说 对 任意 的 g € G, bgb = 
g, BI b € Z(G). PRU Z(B) C Z(G). 口 


2.1.2 WHARE 


E 2.1.6 设 G 是 连通 代数 群 , 则 G 的 所 有 极 大 环 面 均 是 共 罗 的 . 

MERA 对 G 的 极 大 环 面 克也 

(1) 因为 工 是 可 换 群 , 所 以 D(T) = (T,T) =e, 即 工 是 可 解 群 . 这 样 必 存在 
一 个 Borel 子 群 B {#T C B. 

同样 , MT’, 存在 Borel FEE B' (@ T’ C B. 

(2) 我 们 知道 G 的 所 有 Borel FREER, 因此 有 ge G, 使 B= gB'g-l1. 

(3) 由 B= gB'g9~ WR gT'g9 C B. 由 于 映射 z grg! 是 由 g 确定 的 
WAR Intg, 因此 gT’9! 仍 是 G 的 一 个 极 大 环 面 . 所 以 了 与 gT'g-1 WEB 
的 极 大 环 面 . 

(4) BB 是 可 解 群 ,， 它 的 所 有 极 大 环 面 均 共 轿 ， 即 存在 be B, ET = 
bgT’g~*b-* = (bg)T'(bg)-!, FÆ T ST 在 G WHH. 口 

此 定理 说 明 : 在 C 的 内 自 同 构 下 , G 的 极 大 环 面 “ 基 本 上 ”只 有 一 个 . 


显然 2 Fe TRB ASH. 
因为 工 是 环 面 , 即 可 对 角 化 , 这 样 可 用 刚性 定理 , Aner o, 是 恒 等 映射, 其 
P nlt) = y(n, t) = ntn—). 特别 对 单位 元 e € Ne(T)° 有 
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BI 
ntn! =ete! =t, VvteT,ne No(T). 


所 以 n € Co(T), 得 


Ng(T) 2 Ce(T) = Ce(T) = Ne(T) ， 
而 指数 
[NG(T) : Ne(T)0] < oo 
即 有 [Na(T) : Ce(T)] < œ. 所 以 W = Nae(T)/Ca(T) 是 有 限 群 . 口 


定理 2.1.6 指出 G 的 任意 两 个 极 大 环 面 T, T DHE, 即 存 在 9 E CH 
T = gT'g*. 这 样 得 


No(T) _ NeT’), Co(T) = Co(T’), 


所 以 
W(G,T) % W(G,T’). 


这 就 是 说 , 在 同 构 的 意义 下 , 群 WG, T) 与 极 大 环 面 了 的 选择 无 关 , CHAGS 
极 大 环 面 唯一 确定 的 . 我 们 称 W = W(G,T) 为 群 G 的 Weyl 群 . 

补充 “定理 2.1.7 对 G 的 任何 环 面 S 都 成 立 ， 这 是 因为 证 明 中 实际 上 只 用 
了 刚性 定理 , 而 刚性 定理 仅 要 求 群 是 可 对 角 化 的 就 行 了 .这 就 是 说 , W(G,S) = 
Na(S)/Ca(S) 也 是 有 限 群 . 
命题 2.1.8 设 w:G 一 C 为 连通 代数 群 的 满 同 态 . 
(1) Be > Be: BY (B) 为 满 映射 . 
(2) 分 别 以 Te, Tq 记 G, C 的 极 大 环 面 集合 , 则 Te oe: TH p(T) 为 
满 映 射 . 

(3) 对 工 e Sg, KT’ = yp(T), I) BE BE, ARH. 

(4) o 诱导 满 映 射 W(G,T) 一 W(G’,T’). 


证 了 明 参见 [169] p.196, p.148, 命题 24.1B. C 
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2.1.4 Æ 


EX 2.1.3 若 5 为 代数 群 , 则 称 代数 群 同 态 X :5S 一 GL(1,k) 为 5S 的 特征 
标 (character). 

记 半 (5S) 为 由 S 的 所 有 特征 标 组 成 的 集合 . 

同时 , 对 Xi Xx2 € X(S) 以 及 任意 的 s € S, 定义 xix2(s) = Xı(s)x2(s), 则 
得 A(S) 是 交换 群 . 通常 我 们 把 该 群 的 运算 记 为 加 法 ( 它 是 交换 群 ), 即 


其 中 


证 明 (1) .T 是 环 面 所 以 它 是 可 换 群 , 任 一 t+ ce 工 都 是 半 单 元 ,而 同 态 像 


n(T) C GL(V) 也 是 可 换 的 , 且 任 一 x(t) 是 半 单线 性 变换 . 因此 可 设 @ oa <a, 
W: = Ker(z(t) — a;l). 


由 于 r(t) 是 半 单线 性 变换 所 以 
V=W,0W.90---OW,. 


(2) 下 面 我 们 对 维 数 dim V 用 归纳 法 来 证 该 定理 . 

当 dimyY = 1, 则 定理 显然 成 立 . 

假设 定理 对 任何 维 数 < dim V 的 空间 W 成立. 这 时 
i) @#r=1,W,=V, WHER t eT, 


T(t) = 5 =al 
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是 纯 量 阵 . 因此 我 们 可 以 定义 


xi(t) = a, WteT,1l<i<n. 


v-v. 
2 一 二 


定理 成 立 . 
ii) SW,r>1,8#(1),V=W,e---OW,, Hdim W; <dimV,1<j<r. 
为 nT) € V ERT RACER REA 所 以 对 任 一 eT, x(t’) Ree 


V= w,=DOM,,. E 


现在 , 对 连通 代数 群 G, Hg 是 G 的 李 代 数 , 取 极 大 环 面 TCG, 则 Ad: TO 
GL(g) 是 工 在 g 上 的 一 个 表示 , 于 是 由 定理 2.1.9, 得 g = Oga, a E X(T). 其 中 


= {X €g|Adt-X =a(t)X, veT}. 
特别 是 0 E€ X(T) 是 指 对 任意 的 上 ET, 0(t) = 1. 所 以 
go = {X eg|Adt-X =X, VWteT}=C,(T). 


定义 2.1.4 A(G T) 表示 所 有 使 go 天 0 的 w 尖 0 之 集合 , 并 称 这 样 的 特 
征 标 a 为 (G, 了 ) 的 根 (root). 于 是 


g=go @ ga: 


a€é®(G,T) 


Ft w H ÆGTE, RAYA T C No(A), 即 对 任何 t eT, 
tt C H. Khe H HERR BH, T Ebh 上 有 伴随 表示 : 


Ad : T — GL(b), 
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h= boba, Ya={X € b | Adt-X =a(t)X Vt € T} C ga. 


亚 然 这 里 的 a © E 2G, T). 
®(G/H,T) = {a € &(G,T) | ga # 0}, 


g = (5 + go) 中 Ga: 
a€8(G/H,T) 
下 面 我 们 来 定义 = W(G,T) = Noa(T)/Ca(T) € X(T) 上 的 作用 , 设 
w = nCe(T), n € No(T), 对 任意 的 x € X(T), 


这 时 , nttn’ = (nc)-it(nc) = tna ttne. Aln € No(T), Mntn e T, X 
c E€ CelT), PU ce (n“ tn)c = n“l tn. 

我 们 既然 定义 了 三 在 X(T) 上 的 作用 , 就 可 以 进一步 得 到 . 
命题 2.1.10 W TAERE (G, T) 上, 即 对 根 a E B(G,T), 任 何 wEW 
AME w-a € O(G,T). 


证 阴 由 上 面 的 说 明 , w-a c X(T) 是 显然 的 . 现在 我 们 进一步 可 证 : BS 
w = nCe(T), W Ad(n) - ga = gu.a. 

事实 上 , X v € ga, 欲 证 Ad(n) -v € gw.a, 即 欲 证 对 任意 的 t € T, Ad(t)- 
(Ad(n):v)= (w- a)(t)(Ad(n) v). 

我 们 来 计算 : 


Ad(t) - (Ad(n) - v) = Ad(n) - Ad(n~) - Ad(t) - (Ad(n) - v) 
= Ad(n) - (Ad(n~*tn) - v) = a(n“ tn) Ad(n) -v 
= (w- a)(t)(Ad(n) - v). E 


我 们 的 目的 是 证 明 集合 O(G,T) 是 根系 及 这 个 根系 的 Weyl BARE W (G,T), 
以 后 的 几 节 就 是 为 这 个 结果 的 证 明 作 准 备 . 
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现在 让 我 们 复习 一 下 根系 的 定义 . E JIMT, acE, w: E= EH 
的 线性 变换 . 设 


={A€ E | w(A) = A. 


47 wla) = —a 及 dimH, = dim E — 1, 则 我 们 说 w 是 一 个 关于 a 的 反射 


(reflection). 


(R1) 亚 是 有 限 集 , HVEREABOEY; 
(R2)F#aceVAnaeV(neR), Mn=41; 
(R3) 对 任意 的 a E V, 存在 关于 Qa 的 反射 Wwa 使 walt) CY; 
(R4) #a,BeV, 则 Wan(8) 一 68=maa, $F na E Z, 

则 称 亚 有 是 一 个 根系 ([51] §14.7). 


则 称 A AW 的 基 . 称 A 中 的 根 a (i = 1,2,--- ,1) A V 的 单 根 (simple root). 
若 根 的 分 解 式 a = 》 ,_, Gai 中 的 系数 ci > 0, Ha 是 正 根 , SM, 称 为 负 根 . 


显然 , 一 个 根 是正 根 还 是 负 根 与 基 A 的 选取 有 关 . 
定义 2.1.7 it 


={Bcek|P#iHF a}, 
AK E — ney Ha 的 每 个 连通 分 支 为 亚 的 Weyl 房 . 记 区 = {VU 45 Weyl F}. 


证 明 参见 [169] p.229. 口 


2.1.5 i 


fj 2.1.2 G = SL(2, k) = | | y | 


T 

z 
ORIY 0 
c d 
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其 中 
ty 0 0 1 0 
Oy ty > hE, x, =1!00 0le€g, 
0 å t = \0o00/ 
ty 0 0 0 0 
2 l2 = tots, Xa =| 0 0 1|€g, 
0 t3 E 0 0 0 
0 001 
as = Q1 F Q2 t |retts’, Xa=10 0 0 
ta “\000 
t 0 | 
go =h)=4 t= to t EC, > ti=0 ， 
0 te 


g = go p CX, © CX az P CXas © CX_a, OD CA a D CX az, 
A = {01,02} C U(G,T) 


就 是 更 的 一 个 基 . | 


2. 2 SAE Borel fe E EHEH 


2.2.1 固定 点 | 


没 G 为 简约 连通 代数 群 B= _ {B| B} G th Borel TR), ， SCBCG 其 
中 5S,B 分 别 为 G 的 环 面子 群 及 Bore T, G/B ARR, 则 存在 G/B Bz 


间 的 双 射 对 心 : 
o:gBrgBg"', JEG. 


显 见 p 关于 5 的 这 两 种 作用 是 等 变 的 . 
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X = {x € G/B |s-x= zx, Vs € S}, 
= {B' e B | B' D S}= {yE B|s-y =y, Vs E S}. 


命题 2.2.1 关 为 G/B 的 闭 子 集 . 
证 明 对 任意 取 定 的 se S, 定义 映射 


Ps : G/B — G/B x G/B 


2 — (S:T, T). 


EA p。 =T, X 1 WANE G/B 到 自身 的 态 射 之 积 , 也 是 一 个 态 射 ， 这 里 
Ts : T 8:7, 1 为 恒 等 态 射 . HARRER, 对 角 元 集 D = {(2,2)| £ € G/B} 
为 G/B x G/B 的 闭 子 集 . 所 以 


p; (D) = {z € G/B | s-x= zx} 
是 G/B PATE. 


也 是 G/B 的 闭 子 集 o 
w X = Un Yi Yi eX 的 不 可 约 分 支 ,Y = Yi AE y = B 的 分 支 ， 


Y= {Yi hicicr. w C = Ce(S) 为 9 在 G 的 中 心 化 子 . 因为 对 任意 的 ce C, 
sES,rEX, 有 


Tm C'T 


NSN. A Y, EY, 则 不 可 约 , pe(Yi) 也 不 可 约 . 可 断定 pY) WAX 的 不 
可 约 分 文 . 否则 , FE Y; 2 (Vi), 这 等 价 于 ¢--1(Y;) 2 Yi, HA po- 也 为 态 射 
pe- (Y) BHA, 这 与 的 极 大 性 矛盾 . 所 以 yp.(Y) EY. 

万 外 , WA PelVi) = pe(Y;), W Ge-1(Ye(¥i)) = Ye-1(Ye(¥;)), AU Y; = Yj. 
可 见 pe ERY. 所 以 C 也 置换 急 . + 


Cy ={cEC|e-Y =Y}, 
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TACE C 的 一 个 子 群 . 
(2) Cy 是 CC W ATÆ [C : Cy] < o. 
XT y E Y, 定义 态 射 


CK cC: y. 


则 Cy = Aero Y). HFY AX HAT, Py (Y) 是 C WAFA, Cy 
也 是 C 的 财 子 集 . 者 cc EC 使 cy = cy, 则 ccy =Y, c'c € Cy, 
C1 € CoCy, 得 ciCY 一 CoCY. 这 样 束 得 到 了 C/Cy Bi] Y 里 的 一 一 对 应 ， 四 而 
IC /Cy| < [Y| < oo, BH [C : Cy] < o. 

(3) C = Cy, 因而 CC 保持 了 稳定， 

Cy Æ C 的 具有 限 指数 的 闭 子 群 , 由 1.1.1 节 知 Cy D C°, 但 由 命题 1.2.14, 
C=C", 因此 C = Cy, C REY 稳定. 

(4) 考虑 卓然 映射 :GG 一 G/B, W Z= r(Y). 

(i) CBC Z. 事实 上 , 对 任意 的 cE€ C, be B, x(cb) = cbB= cB ec. 

(ii) ZAG 的 不 可 约 闭 子 集 . 

Z 为 财 子 集 是 显然 的 . 

WR Z 为 可 约 的 , 则 必 存 在 两 个 非 空 开 集 Z, Zo, 使 Z N Z = 人 Aa AF 
BRAY, 故 1(Z1), (Zo) A G/B 的 非 空 开 集 , 当然 也 是 Y HIERE. BY 的 不 
HJEK n(Z1) mr(2Za) FO. 设 y € n(Z1) N T(Z2), W aty) 作为 与 B 同 构 的 
PAA AY. 显然 Nr y) Zanr tly) BA ry) 的 非 空 开 集 , 故 有 非 空 
X. 于 是 ZNZ AO, FE. 所 以 2 不 可 约 . 

(iii) z € Z => BDz 'Sz. 

这 是 因为 此 时 r(z) = zB e€ Y, zBz7! € 5, 得 zBz-!D S, BD 2792. 

(iv) Z C No(S)B. 

记 B, = {b € B |b HEAT}, CE B 的 正规 连通 闭 子 群 . 对 ze Z, 


—— | —— 


Sz lsz =Z SZ 


ESN. 因为 2 连通 , 由 刚性 定理 (定理 1.2.2), WHR 21,22 E€ Z, Oz, = Qr. 
特别 , AA r(e) =B eY, geez. AIHER z € ZA pe = Ras 这 样 
对 s€ES 有 5S= pels) = p(s) =z 52, Bs= 2 lsz (mod B,). 因此 对 任意 的 
2cEZ 有 2 9zC SB,. 

XA SB, 可 分 解 为 S5 B 的 半 直 积 , WH, H S 为 SB, 的 极 大 环 面 . 
所 以 SS. az 9z 均 为 SB, 的 极 大 环 面 ， 因 而 存在 v © B, 使 utzi Szu = = = S, 
zv € Na(5), z E Ne(S)Bu, 证 得 Z C Ne(S)Bu C Ne(S)B. i Et 
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(5) GWU AAY bop C-B=Y. 

CB C ZC Ne(S)B, 12 W(G,S)=Ne(S)/C AR, 因此 [Ne(S)B: CB] < 
œ. 由 于 Z 连通 , Z C (Ne(S)B)0 = Nc(SYB=CB=CBC Z, W Z = CB, 
Y=Z-B=CB.B=C.B. : a 
推论 2.2.3 Be BS, 


Cp(S) 一 {b eB 55b 一 = 8 Vs C S} = Co(S) N B, 


则 Cg(S) 为 C = Co(S) 的 Borel 子 群 


推出 后 者 的 单 可 迁 性 . 所 以 CVC nm 5Y ESY y : c(CNB)H cB FRM 
射 对 应 . 且 易 证 关于 C 的 作用 是 等 变 的 , 同时 C/C NB 与 Y BARA, 另外 ， 
Y CX CG/B,Y FARBI G/B 的 闭 子 集 也 完备 , 所 以 C/C n B 也 完备 . 又 


ACA B 可 解 ， 由 推论 2.1.2, C ABYC 的 Borel 子 群 | 口 


本 


推论 2.2.4 若 B' 为 C 的 Borel 子 群 UAE BEBRCNB= B’. 


证 了 明 因为 B 连通 可 解 且 B' CCCG, BFE B € $ ff BD B’, 所 以 


Bic BNC. 另 一 方面 , BNC 连通 可 解 B' 是 EO 的 Borel THF, 因此 B’ 5 BNC. 
Al B’ = BNC. ; g 


2.2.2 .正则 环 面 


定义 2.2.1 设 S 为 G HARTA, 若 B° AR, 则 种 S 是 正则 环 面 ， 否则 ， 
称 5 为 奇异 环 面 . 


命题 2.2.5 设 本 为 G 的 极 大 环 面 , MTE - 

MEARE (1) 记 C = Ca(T); 则 C 为 连通 暴 零 子 群 ( 见 [169] p.137, 推论 21.4), 
WHE Be B, 使 B 2 C. Mk B, EBT, 则 存在 g E G, 18 Bı = gBg™ DT. 
BIRT. gg BH B, 的 极 大 环 H, 所 以 存在 b € Bi 使 T= (bg)T(bg)-. 但 
C = = Ca(T), 寻 任 意 的 gE G 有 0Cgr-1 = Co(gT g7’). 于 是 


(bg)C(bg)! = Co(bgT (bg)-*) = Ce(T) = C. 
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没 W = W(G,T) = No(T)/C, 其 中 No(T) = {g € G | grTg-! C T}. 
Na(T) 以 通常 的 方式 作用 在 B 上 , 且 保 持 BT 稳定 . BIBT = BC, CBT 上 的 
作用 是 平凡 的 . 故 可 定义 W EBE 上 的 作用 : 对 任意 的 w= nC eW, Be 8’, 


今 


w:-B=nBn"". 


因 C < Ng(T), AAEE EH, 


H B, B, € BT 可 知 存 在 gE G Ù B = gBig-! 及 TC B, T C B. 因而 
0o70-~ C gBig™* = B, 故 存 在 beb, AG T = bgT (bg) *, FÆ bg € Ng(T). 但 
bgBi (bg)-! = = W(gBig Yo = bBb-! = B. 如 取 w = (bg)C € W(G,T), RA 


对 任意 的 BEB, KH Wz={wew | w- B= Bh. 现 只 要 证 Ws = Uy 


B | bTb" C T}, Ca(T) = {b € B | bt = th.vt € T}, WH ara 1.2.15 得 


T 王 的 作用 为 单 可 迁 的 . 这 说 明 |W| = [B7]. 但 
根据 刚性 定理 W 是 有 限 集 , MOBT 也 为 有 限 集 . 所 以 了 正则 
命题 2.2.6 设 S 是 G 的 环 面子 群 ， 则 5 EN 当 且 仅 当 Cals) TAR. 


证 明 沿用 上 面 的 符号 X 5 BS 在 G/B 与 好 之 间 的 映射 g 下 成 双 射 对 

应 . X ys eA G/B 的 闭 子 集 Y 为 鲜 的 含 万 的 不 可 约 分 支 ， 由 推论 2.2.4, 

C = Ce(8) 以 Cn B 为 其 Borel 子 群 ， 由 命题 1.2.14 知 C 是 连通 的 . 所 以 5 

正则 当 且 仅 当 BS 有 限 , 这 等 价 于 dim X = 0, 也 等 价 于 dimY = 0. 但 由 命题 
2.2.2, C 可 迁 地 作用 在 E, Wy = BEY, 则 映射 
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为 C 到 Y 上 的 满 态 射 , 且 因 如 c.yo = yo, W cB = B, c € Ne(B) = B, 于 是 
CNB D {cE C | c- Yo = Yo}. 而 一 般 地 ， CNBC {cE C | c: Yo = yo} BAY, 内 


S 正则 <= dimC —dimC N B =0 < C=CnNB <= C 7#. O 


推论 2.2.7 设 5 为 G 的 正则 环 面 , N) 门 pws B 2 Cels). 


MEARE wC = Cels). 现 只 要 证 : BEB HA BDC. 

S 正则 , WC 可 解 . 由 推论 2.2.3, 对 任意 的 Be 外? CNB 是 C H Borel 
T. 由 C = CA B EHE] BoC. O 

推论 2.2.8 KTAGHRARG, SAG 的 正则 环 面 , SCT, 则 BE = 


其 中 gu = ga Oba, S(I(T)) =200))o 四 0 
命题 2.2.9 设 5 为 G 的 环 面子 群 ,本 是 包含 5 的 极 大 环 面 . 则 S 奇异 当 且 
RAE aE V, AHSCT, HY Ta = (Kera), dim T, = dimT — 1. 


”证明 ”必要 性 . 5 奇异 , 故 Co(S) 不 可 解 . 所 以 存在 极 大 环 面 > S. 显然 
I(T) 可 解 . Al C 连通 , dimC 2 dim(CNI1(T)). 据 命 题 1.2.16， 


L(C N IT)) = LCrm)(H)) = Cacry(S) = Co(S) N LTT)), 


dim C,(S) = dim C 2 dim(C N I(T)) = dim(C,(S)N L(I(T))), 
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所 以 
C,(S) = {X € g | Ad(s)X = X, Ys € S} £ L(I(T)), 


即 存在 X € C,(S) \ LU(T)). 因为 


g = L(I(T)) Pai. 


QEYV 


MAS X =yt+ Dovey Xa, 其 中 y E S(T(T)), Xa E ga, 且 必 他 在 一 个 ao € Y 
E Xa £0. HERR s ES, 有 


X = Ad(s)X = Ad(s) (» + 3 xa) = Ad(s)y + >》 Ad(s)Xq. 


acV QEYW 


于 是 对 任意 的 se 5 有 ao(s)Xo, = Xap, Bll ao(s) =1Vs E S, S C Kerao. 特 
别 因 为 S 是 连通 子 群 , S C (Ker ao)? = Too- g 

充分 性 . 只 要 证 SC 7T 及 5 正则 不 能 同时 成 立 . 

HS CT, Wf Ce(S) 2 Ce(Ta), Cals) D9. ET A GKE 的 极 大 环 
m, Al S 正则 , 由 推论 2.2.8， 


站 “< = Bo = BT. 


所 以 


Cy(S) = £(Ce(S)) SC CTT)). 


但 g, C C,(S), FR Coen gs) NLU(T)) 2 {0}, 这 与 直 和 分 解 g = 


L(1(T)) 中 -cv ga THE. O 
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2.2.4 F 


定义 2 2.2 设 丁 为 代数 群 G HRARG, HdimT A G HE, 记 为 Tank G. 
G 的 所 有 极 大 环 面 在 G Hite, 故 具 有 相同 的 维 数 ， 所 以 这 样 定义 的 G 的 
秩 是 有 意义 的 . 


命题 2.2.10 设 了 为 G 的 极 大 环 面 , a € Y, Ta = = (Kera)? C T, Za 
Co(Tx), Ga = Za/R(Za), N rank (Ga) =1. 


证 明 因为 


| To C Czo (Za)” s R(Za), 


所 以 对 目 然 态 射 T: Za > Ga = Za/R(Za), (Tx) = 0, nA dim Ty + 1 = 
dimT, m(T) 4 Ga 的 极 大 环 面 (命题 2.1.8), 所 以 dim 7(T) < 
MAT, 奇异 , Za = Co(T,) 不 可 解 ， 故 Ga = Za/R(Za) SETTRA 


群 . 因此 Ga 有 非 平凡 半 单 元 , 由 推论 1.2. 6, 它 被 包含 在 G。 的 某 个 极 大 环 面 T’ 
中 , 显然 dim 7(T) = dim T” > 1. 所 以 dim q(T) = 1, 即 rankG, = 1. 口 


23 单 参数 群 的 作用 
单 参数 子 群 


对 p,A € Y(T), 5 EX (u+ VA = = u(t)A(t) Xi t € GL(1). RR Y (T) 成 为 
一 个 7, 模 . 


命题 2.3.1 X(T) fe Y(T) 互相 对偶, 亦 即 存在 非 退 化 双 包 线性 映射 (-,…): 
X(T) x Y(T) >Z. 

uE (1) 对 Xx E€ X(T), AC Y(T), 显然 Xo 入 EX(GL(1)), KB xO): 
GL(1) AT% GL(1). | 

(2) 对 y € X(GL(1)), 设 x[GL(1)] = kT, Ts) (DT. —1) = k|[T,T™], 
HHT =T, r = T. RAM 1.1.3(2) 一 样 , 可 以 证 明 存 在 mm eZ, 使 
y*(T) =T™, BX} a € GL(1), yla) = a”, 这 时 便 设 d(y) =™. WIA 


d : X(GL(1)) —Z 


p — m 


在 一 个 双 射 . 
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(3) 由 (2) 得 
X(T) x Y(T) —Z 


(x, A) += (x, A) =m, 


这 里 yA(t) = t” Vt € GL(1). 显然 , BIE MAY (-,-) BM Z AERA. 

(4) H X(T) BARR, 可 设 xi1,… ,Xr Æ X(T) HH. 令 和 ; E€ Y(T) 使 
(Xi A) =6j;,1<ij<r. E X= e aiXi E X(T) SERA A € Y(T) WHE 
(x, A) = 0, WA 1 <j <r F (x, 入) =a; =0. 因此 (3) PE MAM Z RERI 
(,…) 是 非 退 化 的 . go 


2.3.2 HORF P(V) 上 的 作用 


考虑 关于 GL(1) 作用 在 P(V) 上 的 问题 . 
对 环 面 T' C GL(V), ITE LU1) Uns 它们 是 V 的 基 ， 也 是 T 的 特征 问 量 . 
于 是 ， 存在 Yis° °° 9 Yn € X(T), 使 得 任意 的 t E€ 全 可 以 写成 


这 样 , Mv = Do, au, EV, MA t- v= Di QiYi(t)vi. 
由 2.3.1 7, 我 们 可 得 


Y(T) — Z” 


A — (mi, M2,::: , Mn), 


其 中 m; = (Yi, A), 1 < 2 < n. 
GL(1) 透 过 入 作用 在 了 E. 
ti t € GL(1), v = 37, aj, EV. 定义 
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命题 2.3.2 TC GL(V) AKRB,ACY(T), 8 

(1) GL(1) £i} A #A Æ P(V) 上 . 

| (2) 对 任意 的 [v] € P(V), A(O)[v], A(oo)[v] € *P(V) = {[v] € P(V) | A(t) - 
[v] 一 [v], vt € GL(1)}, 其 中 A(O) [v] 一 X,(0), A(0o) [v] 一 Ay (00). 

(3) lv] € ^P(V) 4 B12 A(0)[v] = A(co)[v}. 

(4) = v) Z>°P(V), 则 对 任意 的 t 关 0,oo A Ativ] g *P(V). 

(5) EA qi Ay TH m; A mj, A) TP(V) =*P(V). 


WEAR (1) 显然 可 定义 : 


GL(1) x P(V) — P(V) 
(t, [v]) — A(t) - [v] = [A(t) - v]. 


(3) [v] € *P(V) 等 价 于 对 任意 的 te GL(1) Æ Ativ] = [v], B 
D ato] = D av]. REF m = m, Mio =P = I, 这 叉 等 
ott pr Io Qivi| 一 > 10 Qivi |， BH A(0)[v] = A(o0)lv]. 

(4) 用 反 证 法 . Æ [vu] g *P(V), 且 存 在 t 关 0,o0 E Ato] € ^P(V), 则 对 任 
AH t € GL(1)， 

A(t’) [v] = [Ao] = [AAE AE] 


= [A(t) AAC] = AT E [和 (bj) 
= A(t)? - [Av] = ATAG] = 四 


TÆ [v] € “P(V), 5 [o] g “P(V) F. 
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721 = Yo2 = = Yz; 
Yki = Yk2 一 一 Ykla 


把 {01, ,vn} 也 作 相 应 排列 ， 于 是 lv] € TPV) 等 价 于 对 任意 的 +eE TA 
t- fo] = [o], 即 (E; os vy] = Di, mjog. 后 者 等 价 于 存在 1 < i < 


使 lv] 一 yes avis] |. 这 义 等 价 于 对 任意 的 S €E GL(1), Di aig si] — 
[Eig ayva], BH 8- fo] = 四 ,也 就 是 说 四 € *P(V) 7 


2.3.3 A EI FE H SY be E BY BE mA 


定理 2.3.3 ERG T C GL(V) 作用 在 X CP(V) 上 , 其 中 处 为 不 可 约 闭 
FR, X 不 是 了 (VV) 的 任何 超 平面 的 子 集 ， 则 

(1) # dim X > 1, 则 |TX|>2. 

(2) # dim X > 2, N] [TX] > 3. 


证 明 ARV 的 基 v1, --- on, 使 得 对 任意 的 te TT 


> ma 因 TP(V) = *P(V), ZTS T = AGLA). 


由 [v] XX， WH A(O)[vi] F A(oo)lw]. XA [vi] € P(V), Afo], 
A(oo)[vi] € *P(V). . = 
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考虑 k* = GL(1) FHE X E, Xt t € GL(1), [v] € X, WE Afo, EX. 
是 对 任意 的 t€ Uo \ {0}, A A(t)[v] € X, BELA] | t € Up \ {0h C X. XN 
X 是 财 集 , 所 以 A(0)[v] € X. AA, A(œ)lv] € X. w |TX| > 2. 

(2) 因为 dimX > 2, 所 以 X 是 无 限 的 . 

(i) 者 2X =X, WEA |X| > 3. E 

Gi) Æ +X AX, 则 不 妨 设 工 = AGIU), mı = mM? > m > “> Mn, 
W = lv, ,Vn). XNP(W) =Y U. UY, PY, 1 < i S r, A 
通 分 文 . dimY = dim X — 1, T 作用 在 Y 上 , 记 Y = Y. AX gZ PW), 
XOP(W) AX. FE [v] € X, [v] g P(W), Bl v = Y; aivi al 40. 因为 
A(co)[v] = [X icr aivi], 1 € T°, 所 以 Aloo) [e] ETX \ POW), A(oo)[v] Z tY, 故 
t+ x| > TY|41>241=3. a 


2.3.4 ”正则 单 参数 子 群 


充 了 是 G 的 一 个 极 大 环 面 , T HEHE X = G/B 上 . 
定义 2.3.2 HACY(T),*X = {zx € X | A(t) -z = z}, WR |X| < o, 
则 称 入 是 正则 的 . 


命题 2.3.4 若 入 EY(T) 是 正则 的 , 则 


(2) 设 mm = m, = -+ = M, > mr mn = Mo, W = (0, Un 
则 由 X Z PW) 可 得 存在 pl = [Ei aw) € X, a #0, FÆ Ale] = 
D; aivi] € ^X. | 
我 们 断言 7 = 1, 即 了 79= (1 否则 , 车 7 > 1, WA 


=X A2 _, 
v= aiUi, — = Uj 3 
ai 


X RARA [w] = [vi + bve +--+] E b EF. RI `X AERAN A(co)[v'], 与 入 
正则 的 假设 矛盾 . | 口 
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命题 2.3.5 若 入 正则 , 则 存在 唯一 的 r cX 及 Zz、 的 邻 域 U, 使 得 
(1) 对 任意 的 x E U, X(co)z = zy, 

(2) dim(X — U) = dimX—1, 

(3) FARA GD H CPV), HU =X -(XN#). 


MERA 利用 命题 2.3.4 的 证 明 , 取 zx = [v], U = X — (X NP(W)), BRA 
件 显然 满足 . 口 


2.3.5 Weyl 房 
i Y(T)reg = {A E€ Y(T) | A EW}. 这 样 
Y(T)eg —*(G/B) — BT 


À t-—> LA 1 TABT; ， 


其 中 zx、 由 命题 2.3.5 确定 . 所 以 有 映射 


对 于 B’ € SB’, id 


E(B’) 一 BB’) -7 {A C Y (T')reg | B(A) 一 B’}, 


称 为 Weyl 房 (Weyl chamber). id Co = {€(B’) | B’ €e BT}. 我 们 知道 
Ifa] < oo. 
W =W(G,T) = Ne(T)/Ce(T) 2 BT A Y(T) 上 的 作用 为 


w:B’=nB'n"', 
w-A=Int(n)A, Bp (w - A)(t) = nA(t)n7}, 


HH w = nCe(T) € W, B' € BT, XE Y(T), t € GL(1). 
命题 2.3.6 (1) FRR: 


Y (T)reg 一 一 > 87 


le 


Y (T) reg ——> BT 


PP w- B(X) = A(w-d). 
(2) B 为 满 映射 . 
(3) W 在 CE 上 是 单 可 迁 作用 的 . 
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t — nA(t)n ~+ [v]. 
我 们 知道 , 对 任意 的 y E UV，X(oo)y = zya, 则 对 任意 的 ze nU, Ay ED, 使 
£ = ny, 
(w - A)(œ0)x = nà(œ0)n ny 一 mA(oo)y = nay, 
B(w - A) = (nz) B(nz,)~* = n(a,Bay*)n~. 
RH (G/B) 与 BT 之 间 的 双 射 对 应 关系 : 


可 得 
Bw-r)=nB&(A)n* = vw: Bd), 
即 所 给 的 图 交换 . 
(2) 对 入 EY(T)reg, HF W 在 仅 上 的 作用 是 单 可 迁 的 ， 


BY (Treg) 2 B(W :N=W.:B(N)=, 


所 以 B 是 满 映 射 . f 

(3) KIX A, X € €(B’) € €, Ww: Aw: X € C(w-B’). HAA) = B(X) = 
B', w E W, Ẹ B(w - X) = w B(X) =uw-B = w- B(X) = Rw.N), 所 以 
w-€(B’) = €(w - B’). 即 下 图 交换 . 


C 
| v| E a 
C 
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命题 2.3.7 对 任意 一 个 X E Y(T)eg 可 以 找到 一 组 {8} C X(T/TN 
R(G))\{0} 使 得 : Biro) = B(N) (X EY (T)reg) 当 且 仅 当 对 所 有 的 i, (Bi, 入) > 


现 对 A 作 如 同 命题 2.3.4 中 的 证 明 , 即 得 
存在 i, 使 


Biro) = AN) 等 价 于 2, = cy, SURF wi] = [uv], SRF i = 1, 等 价 于 
m > Mj; 2 SÍ Sm, 等 价 于 (y, A’) > > (WAJ, 等 价 于 (1 — V, A) > 0. 

于 是 我 们 取 B; = = y — Y, Am, > mj, 所 以 b #0. 令 B; Ee X(T). 再 证 
Bilrane) = =0,2<j<n. 

这 是 因为 对 任何 入 eY(TNR(G)), A A(GL(1))-B = B 对 任意 的 Be G/B, 
这 等 价 于 和 (0)B = 入 (00)B, SUF mo = m, SRF (1, A) = (y2,A) =… = 
(Yn, A), FMF (Bi A) =0,2 Sj Sn. 

由 入 EY(TnR(G)) HEBER X(T n R(G)) SY(TNR(G)) 的 对 偶 性 ， 
T] y h, 对 G: (+, -) 是 非 退 化 的 因此 得 BilTa R(G) = 0. 
FÆ, b; E X(T/TN R(G)) \ {0}. a 
命题 2.3.8 Æ B’ eB", 则 存在 {6 C X(T/TNR(G)) \ {0} 使 


C(B’) = {A € X(T) reg | (8i, A) > 0, Vi}. 


证 阴 由 于 
E(B) = {A € X(T) reg | B(A) = B’}, 


及 和 存在 No E€ X(T) reg 使 B' = 多 (和 No). 直接 用 上 面 的 命题 2.3.7 即 得 结论 . 口 
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2.4 “RRA 1 的 群 


定义 2.4.1 G 为 连通 代数 群 , 若 rank(G/R(G)) = 1, 则 说 G 的 半 单 秩 是 1. 

fa five 2.2.10, Za 的 半 单 秩 是 1. 我 们 将 会 看 到 G 是 由 这 些 Z。“ 造 ”出 来 
的 . 所 以 我 们 便 珊 要 先 解 决 半 单 秩 为 1 的 群 的 结构 . 

最 简单 的 半 单 秩 为 1 REAL PGL(2,k), 直接 用 矩阵 计算 便 可 得 这 个 群 的 
it G = PGL(2,k), 则 
(1) 1 > {+1} 一 SL(2,k) 一 G 一 1 是 正 合 列 ， 


(4) & T 为 ( G 的 一 个 极 大 环 面 Wj T = C¢(T). 

定理 2.4.1 设 G 是 连通 代数 群 , 工 是 G@G 的 极 大 环 面 , 则 以 下 条 件 等 价 : 
(1) G 的 半 单 秩 是 1， 

(2) |W(G, T)| = 2, 

(3) [Bt] = 2, 


W=WI(G,T) W(G,T’)=W’ 


从 (1) 4 dim T’ = 1, T’ S GL(1). AW’ C Aut(T’) S Aut GL(1) = Z/2Z, t 
3 |\W’| < 2. 另 一 方面 , G' 不 可 解 , 由 定理 1.2.7, dimG’/B’ > 1. At |B| > 2, 
从 而 |W’| > 2, 得 到 |W] = 2. 从 图 (2.1) A |W] = |W"| = 2. 

(2)<>(3). 因为 Blo W(G,T), 等 价 性 是 显然 的 

(3)>(4). B% dim G/B 2 1, 厂 是 dimG/B > 2, 则 由 定理 2. 3.3, [BE] > 3, 
但 这 和 (3) FS, 故 必须 dim G/B = 1. 

(4)=>(5). 我 们 知 ， 


于 是 有 同 态 


w I= Olace B”, 我 们 要 证 明 以 下 序列 正 合 : 
1 > I — G Aut(G/B) > 1. 


Y, =id 等 价 于 对 任意 的 ZB 有 gzB = rB, 即 对 任意 的 B'E BF gB’g = B’, 
这 等 价 于 对 任意 的 B'e 好 有 geNe(B) = B’, Bge pcm B’ = I. 这 就 证 


因此 了 正规 且 可 解 , FÆI C RG. 另 一 方面 , 存在 Be B, R(G) CB. 从 而 
MER B'e BA B' = gBg-! D gR(G)g-! = R(G), 由 R(G) 的 连通 性 可 得 
R(G) € (pew B’) = I. 所 以 R(G) = I. 

HRI, Aut(G/B) = Aut(P!) 兰 PGL(2). 因此 剩 下 只 要 证 右 半 个 正 合 列 : 


G +, PGL(2) — 1. 


HAT p: G/R(G) 一 PGL(2) HK I/T° APR, id G’ = G/R(G), 则 dim (G) = 
dim G’. 因为 最 简单 的 半 单 群 PGL(2) 的 维 数 等 于 3, 因此 G' 作为 半 单 群 , 有 


3 < dim G = dim y(G) < dim PGL(2) = 3, 


从 PGL(2) 的 不 可 约 性 就 能 得 到 p(G) = PGL(2). 
(6)=>(1). 因 PGL(2) 的 秩 等 于 1, 从 正 合 列 可 得 rank(G/R(G)) = 1. o 
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命题 2.4.2 设 人 是 连通 代数 群 G 的 一 个 极 大 环 面 , BE BLS CT, 
dim S = dim T — 1, 9 是 奇异 环 面 . 则 


(1) |W(Ce@(S), T)| = 2. 
(2) {入 正则 | Se(A) = B} = €(B) C C(Ca(S)) = {A EM | Bogs) (A) = 


(i) Cp(S) = C 当 且 仅 当 对 任意 的 入 EEC(B), (a, A) > 0, 或 
(ii) Cp(S) = Œ 当 且 仅 当 对 任意 的 和 Ee E(B), la, A} <0. 


WEAR (1) 由 假设 S ERAR R AM, tte a € O(G/I(T),T) 使 
S = To. Haye 2.2.10 知 Ce(S) = Za HERE 1, 因此 由 定理 2.4.1 得 


Boos | 
€(Ca(S)) € ¥(Ce(S), T) reg 一 人 -> BE sy 3 Ca(S) = BN Cels) 


我 们 欲 证 €(B) C €(C'p(S)). 
(i) 看 交换 图 


(ii) WHE j 是 单 态 射 : £ jlr? (9g)) = 1, W gr(e) = r(e), Bg E BACS) = 
CB(S), 从 而 r? (g) = 1, j 确 是 单 的 . 

(ii) 4A € C(B), W BSo(A) = B, 根据 2.3.5 节 的 讨论 以 及 命题 2.3.5， 
rle) = xX, HFE z) 的 开 邻 域 U 使 得 对 任意 的 zEVSCGCG/B 有 A 和 (co)z = 2. 
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于 是 存在 Co(S)/Cp(S) 里 的 开 集 U5, 使 rs(e) € US, 且 Moo)Us = ns(e) 


G 2 w——-UC G/B 


(3) A (1) #0 [Bees] = |W(Ce(S),T)| = 2, WR BF s = {C,C"}. 由 命 
ml 2.3.8, 对 每 一 个 Ce(5) 的 Weyl 房 , 存在 {6;} C X(T/TN R(Ce(S)) \ {0}, A 
这 个 Weyl Fez {A € Y(Ce(S),T)reg | (8i, A} > 0, Vi}. 42 T N R(CelS)) = 
万 外 从 假设 dim T/S = 1 可 得 {B;} C X(T/S) S Z. 因此 可 取 {Bi} = {a} a 
{(-a}, 其 中 a 是 和 (TVS) 的 生成 元 , 这 就 是 说 Co(S) 的 任何 一 个 Weyl 房 是 


{A Ee Y(CelS),T)reg | (oa, A} > 0} 


或 
{A € Y(Ce(S), T)reg | (a, A) < 0}. 
但 是 
EUC =Y¥(Ce(S),T) reg — BE cs) = {C,C} 
其 中 


Al Be 一 外 和 Los， 故 对 任意 的 B E€ BF, Ce(S) =C RO. 

另外 , CaB(S) = C 当 且 仅 当 CE = {入 正则 | la, 入 ) > 0}, RLUEHA T (3). 

(4) (i) 由 假设 , 存在 a € O(G/I(T),T) 1E S = Ta. 故 Ce(5S) 的 半 单 秩 是 1 
存在 同 态 p : Ce(S) 一 PGL(2) 使 以 下 序列 正 合 : 


1 > Ker y 一 Col) £, PGL(2) 一 1, 


其 中 (Ker y)? = R(Ce(S)). 
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因此 dim(Ca($)u/Ca(S)uANI(T)u) <S 1. 

(5) (i) 固定 BB 使 Cp(S) = C (C tu (3) 中 所 定义 ). 则 Ca'(S) = Ca(S) =C 
S AMAA BE X(T/S) C X(T) 使 得 对 任意 的 入 E C(B’) A (G,A) > 0. 同 
样 地 , Ca (Q) = Ca(Q) = C 当 且 仅 当 存在 YE X(T/Q) C X(T) 使 得 对 任意 
K A € €(B’) A (y,A) > 0. 而 因 S 关 @, 故 (KerB)0 关 (Kery)o HBS y € 
X(T) 里 线性 无 关 , 从 而 存在 XeEY(G,T),。，, 使 得 (8,X)》 > 0 及 (y, 入) <0. 取 
B' = Bol), 则 因 对 任意 的 入 e E(B') A (8,A) > 0, 因此 Ce (S) = Ce(5). 又 
Al (7, 入) < 0, 因此 Ce (Q) £ Ca(Q). 

(ii) 先 用 一 个 引 理 . 

引 理 2.4.3 Æ G 的 半 单 秩 是 1, Bo # Bı Bw € Bo, I = Nges, B, M 

(1) Bo A Bi/T = GL(1), 

(2) BN Bı N By =I. 

证 明 (1) | 
1 — Kery — G 一 = PGL(2) — 1 


| 
Nem 
| 


Aut(G/B) 
Bo # Bı # Bw XAF P! 中 3 个 不 同 的 点 £o £ T1 F Loo. 
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g E Kry 当 且 仪 当 对 任意 的 yB € G/BAg-yB = yB. 这 等 价 于 
gE (Lec yBy™t = (ecu. B = I, tage tht Ker po = I. 
Zit p 的 像 看 成 Aut(P!) 的 元 素 , 则 


(ili) 取 忆 使 Cp(5S) = Ce (S), Ca(Q) + Ce (Q), 由 于 Co(S) 的 半 单 秩 是 
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可 定义 
ua : Ga = k — G 
b RY» l. b ， 
H 
U-a : Ga = k — G 
b RY» 1 0 . 
” 
妈 Uo = Ux (Ga), Ua = Ua (Ga), 
s={ | i see 时 
0 1 
B'=} |" 0 a €k*, bek 
b 1 


EA B =T - Ua, B' =T -Ua Bpo = {B, B'}. 
命题 2.5.1 设 G 是 连通 简约 群 , 半 单 秩 等 于 1, 了 为 G 的 一 个 极 大 环 面 . 用 
g, b,b t IAT G,B,B’, T 的 李 代 数 ， 则 


(1) I(T) = Ga B)’ = BNB' =T, 


I? = (Nees, B) = Z(G), Co(T) =T. 
(2) FERH 0 : k = Ga > BL Aae X(T/T ANTI), 48 t0(b)t-* = 0(a(t)b), 
HerteT,bveG,. 0(B,T) = {a}, b =t ga, 其 中 


= {X € g | Ad(t)X = a(t)X, Yt € T}. 


B, 是 G 的 唯一 了 不 变 连 通 子 群 , 以 go 为 它 的 村 代数 . dim ga = 1. 
(3) 对 (B’, —a) 也 有 如 (2) 相同 的 结果 . 
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(4) b Nb =t, b +b =g = t ga Og_a, B(G,T) = {a, —a}. 
(5) E(B) = {A € Y(T) | (a, A) > 0}, €(B’) = {à € Y(T) | (a, A} < 0}. 


证 了 明 第 一 步 . 因 G 的 半 单 秩 是 1, 故 存在 2 维 向 量 空间 V 及 正 合 序列 
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ix FF, 0-*(t0(b)t-') = a(t)b, 可 得 t0(0)t-! = O(a(t)b). WA, t E INT HA 
p(t) =1, 从 而 a(t) =1. 也 就 是 说 a € X(T/T AT). cs 
第 四 步 . 对 BY 也 可 作 同 样 的 运算 , 即 可 定义 同 构 0 = yp’ ty’? : Ga > Bi: 


-lp 1 
第 五 步 . 从 前 面 
Ga 一 一- B, L(Ga) —— £(B.) 
ao] |i t) => a| [Aso 
Ga — B, L(Ga) —— £(B,) 
可 见 


£(B,)= {d0(X) | X € L(G, )f, 
Ad(t)d0(X) = d0(a(t)X) = a(t)d0(X). f 


因此 £(B,) C ga. 同样, £(B!) C g-a, 1 B = T: Bu, b = tO £(Bu). 由 
F Bu = Ga, dim£(B,) = 1. 同样 有 b' = t® £(B’). dim £&(B!) = 1. 所 以 
bb’ © t. 
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Kit T = BA B' = I(T). 再 由 第 五 步 , pmb' =t. 
第 七 步 . 算 维 数 : dim(b + b’) = dim(t 8 L(Bu) 6 £(B’)) = dim(t) +2. 又 
因 


1 — G = PGL(2) — 1 
ELE, 所 以 


dim t = dim T = dim I + dim (T) = dim I +1. ` 


Fe 


dim(b + b') = dim I + 3 = dim I + dim PGL(2) = dimG = dimg. 


T C Ce(T) CT -Kery, 已 知 Kerp = I, I? = R(G) EMM, 可 证 I = 
R(G) CT (这 是 因为 存在 T' 使 R(G) DT’, 又 知 R(G) AG, 故 存在 gE G 使 


C,(T) = £(Co(T)) = £&(T) =t 
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BILD. 回头 看 证 明 中 的 第 七 步 , 由 


dim H = dim G — 1, A] H < G. 

证 明 第 一 步 . 厂 dimH < dim Ne(H), 则 dim Ne(H) = dim G, Ne(H) = 
G. WA AAG. | 

第 二 步 . 对 dim G FHA. dimG = 1 当然 成 立 . 若 dimG > 0, AG R 
#, 设 Z(G) = Z, WdimZ > 0, dim(G/Z) < dimG. 分 两 种 情形 : ZC H 
X Z gH. #Z2¢ H, WHS ZH C Ne(H). 于 是 dimH < dim Ng(H). 
4 Z C H, 则 对 G/Z 用 归纳 法 假设 , 可 得 dim Ne;z(H/Z) > dim H/Z, 从 而 
dim Ng (H) > dim H. a 

定理 2.5.3 £ GARBH, TC 的 极 大 环 面 , 则 


证 明 第 一 步 . 定义 


由 于 


因此 Ry(G) C I(T ),. 
第 二 步 . 由 定义 , Ru(G) 是 G RABI IEME A THR, 但 I(T) EE 
AW, 各 可 以 证 明 I(T). AG, Reo I(T). C Ru(G), 从 而 证 明定 理 . . 
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p.158, 定理 26.1 的 证 明 )， 这 样 要 是 可 以 证 明 (Cs(S))。C No(I(T)u), 由 于 


Ca(S) =T: (Ca(S)). ET C Neo(I(T)u), 就 能 导出 Cp(S) C Na(I(T),), 从 而 
得 到 I(T), C G. 


Se ee in S 正则 和 S ar. 


Fx (Ca(S))u C I(T)u, 中 得 (C’a(S))u E Ne(I(T)u). 


能 得 到 (Ca(8)), C No(I(D). ). 


第 六 步 . AO EW: I(T), C H, H EMR H dimH > 0, dim H 


八 


Ate T, 知 tB tC B, 及 对 Be 3 B' 2 Cp(S) DT, W 


tBt 2 t(Ca(S))t* = Ca(S), 


生成 . 这 样 义 把 问题 分 成 QAS RQ = S 两 种 情形 . 

第 八 步 . QA S 的 情形 . 

当 Q EWN, 利用 (4), (Ca(Q))u C T(T)u, 可 得 (Ca(@))。 SC T(T),. 

当 Q 可 天 时 , 根据 2.4 市 的 讨论 , Crg(@) C I(T). XA H C I}, Cy(Q) C 
I(T). h H SX WH (Cp(Q))s CTT(T),. 


m2, HQ 5 时, Cy(Q) C I(T). 显然 
Cu(S)/(Ca(S)NI(T)u) — A/T(T)u 


EI S. 

第 九 步 . 证 : (CB(S))u = Cp(S). 

一 方面 , 由 (Ca(5))。C 五 可 以 得 到 (Cp(S))。C Cr(S)， 反 之 ,由 于 
H C B, C B, H 4%, Alt Cy(S) C (Ce(S))。 

第 十 步 . 根据 2.4 市 , dim(H/I(T)u) < dim(Ca(S)/Cul(S) N I(T),) < 
dim((CBp(S))u/(Cp(S))u NIT(T),) < 1, A dim H <diml(T),+1. | 口 
推论 2.5.4 设 G 是 连通 群 ， 则 
(1) I(T) =T- R,(G). 

(2) Æ SCT £HB, N) R,(Co(S)) = Cro (8). 
(3) # SG 了 是 正则 环 面 , 则 (Co(S))u = Crta (3). 
(4) Ca(T) =T - Crya@)(T). 


证 明 (1) I(T) 可 解 , KI(T) =T - (I(T))u =T- R,(G). 

(2) 证 “2”， 先 证 CR el(S) 是 Co(S) 的 正规 子 群 . 为 此 , 取 任 意 的 ge 
Ce(S), c E Crua (S). E Ru(G) 4G 可 得 gcg- € R,(G)， 于 是 对 任意 的 
s E€ S H (gcg™")s(gceg-*)~* = g(c(g-*sg)c~*)g~* = g(csc*)g~* = gsg™ = s, 
BN geg € Cr(Gy(S)， 正 规 性 得 证 ， 又 因 Crols) ZEBRA, At 
Crua lS) C Ru(Ce(S)). 
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0 
PHE “C”. R(Ce(S)) = (Neeson B ') . XM Begs) = {Cp (S) | B' € 
BS}. FURER B'E BS, 都 有 R,(Co(S)) S Ce'(8). 于 是 


即 Ru(Cg(S)) C I(T), = Ra (G). 因此 R,(Ce(S)) 中 的 元 素 既 属于 R,(G) 又 与 
S 的 元 素 可 换 ， 必 合 于 CR (a(S), BL 


Ri(Ce(S)) E Cry (a(S). 


(3) E S 正则 可 知 Cels) 可 解 , 因此 (Co(S))u A, (Co(S))u = 
Ru(Ce(S)), 由 (2) 即 得 (Ce(9)) = CR (a(S). 
(4) T 极 大 必 正 则 , 因此 


Co(T) =T - (Ce(T))u =T + (Cre (T)). E 


2.6 ”代数 群 的 结构 


本 节 中 总 是 假定 G 是 简约 代数 群 , T 是 G 的 一 个 固定 的 极 大 环 面 , BAAS 
T 的 Borel FÈ. G, B, T 的 李 代 数 分 别 用 g,b,t 表示 . 本 节 的 目的 是 说 明 G 是 
由 半 单 秩 为 1 的 子 群 2Z。 (a e O(G,T)) 所 造 出 来 的 , 以 及 证 明 更 (G, T) 是 一 个 以 
W(G,T) A Weyl 群 的 根系 . 


2.6.1 RTENE 
命题 2.6.1 (1) 6(G,T) = #(G/I(T), T). 

(2) g = > mn ga. 

延明 (1) AL I(T). = Ru(G) = {e}, AU I(T) = 人 :TOT) =T, 立即 推出 
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2.6.2 BRA 1 的 子 群 
WM26.2 对 ae B(G, T), wT, = (Ker a)”, Loa = Ce(Ta). 则 


(2) Kl B(G/I(T),T) = B(G,T), 对 ae B(G,T), T, 是 奇异 环 面 , 所 以 Za 


Ri(Za) = Ru(Ce(Ta)) = CR,.(G)(Ta) = {e}, 


所 以 Za 为 简约 群 . 
(3) 令 3 = L(Za), WA Za 为 半 单 秩 1 的 简约 群 ， 


于 十 得 到 


其 中 人 至少 ga TES, 于 是 推 及 Y= 二 a 或 一 y= a, 由 维 数 关系 , 30 = ga 或 3_a = ga 
由 此 知道 g-a EF, FFA 


3 = tO ga O g-_a, dim g, = 1. 


内 而 从 a € (G, T) 可 以 推出 —a € O(G,T), El (G, T) = -8(G,T). 口 
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2.6.3 ” 单 参数 子 群 


命题 2.6.3 设 ae$(G,T), 则 

(1) Æ G 内 存在 唯一 的 全 不 交 连 通 子 群 go, 使 L(Ua) = Ga. 

(2) AER H sa : Ga > Ua, RAAF t ET, £ E Ga 有 teo(z)t-! = 
Ea(a(t)x). oc | 

(3) # o € W(G,T) = Ng(T) [Cc (T), o =nCg(T), N) nUan”! = Usta). 


Uas 的 存在 性 不 难 建立 ， RES Ua (BY 即 可 . 为 证 其 唯一 性 ， iV VÆG K 
连通 子 群 , T C Ne(Y) 及 L(V) = ga. 由 于 dim go = 1, 所 以 dimV = 1, 可 见 
V S GL(1) R Ga. WR V & GL(1), WV 是 一 个 环 面 . 因为 TC No(V), 所 以 
对 任意 的 te T, Int(t) :V 一 V 定义 了 一 个 作用 了 工 x VV 一 V. 用 刚性 定理 , 对 任 
mA) t ET, Int(t)|y = Int(e)|v, BI Int(t)|y =id. 所 以 Ad(t)|eev) =id. 但 


其 中 a #0. 这 引起 矛盾 , 所 以 V 不 是 GL(1). 
Y 一 定 和 Ga AM. 设 e :Gs。 一 站 为 这 个 同 构 . 这 样 可 以 建立 一 个 交换 图 ; 


G, V 
ime] |m 
G, V 


RI t eInt(t)e 定义 了 一 个 同 态 7 : T  GL(1) & Aut(G,), y € X(T). 对 
所 有 的 ze Ga, Y(t)z = e~'Int(t)e(x), PTL e(y(t)x) = te(z)t-1. 
从 上 面 的 交换 图 马上 可 以 得 出 关于 李 代 数 的 交换 图 : 


£(G,) —— L(V) 


FE y(t) | 7 aae 
£(G,) ——- L(V) 


Ad(t)X = de(y(t)de71(X)) = 7(t)X,  YteT,X € L(V). 
但 L(V) = Ga; Ad(t)X = a(t) X, 所 以 a =y, HE, l 


te(Z)t = e(a(t)z), Vt € Ty. 
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对 于 wv EV, 存在 ZX € Gs 使 e(z) =v, 所 以 
tut = te(x)t™ = e(a(t)x) =e(x) =v. 


A USHER t ET v €V, t= vto. 所 以 VC Co(T,) = Za, ET E No(V) 
使 我 们 可 以 作 半 直 积 全 KV, CHEZ, 内 的 一 个 含 工 的 可 解 子 群 . 所 以 TxV C Ba 
w Ba, 因为 Z AA T H Borel 子 群 只 有 这 两 个 . X, 


LT KV) =t@L(V) =tOga, 


AUT KV AG Ba 中 ， MmT x V C Ba, VC (Ba)u = Uy. 但 dim V = 
dim U, = 1, H Ua 连通 , 所 以 V = U6. 以 上 证 明了 命题 中 的 (1) 5 (2). 
再 证 (3). 显然 nUan wT ABN, 连通 的 , X 


L(nUan™ t) = Adn&(U,) = Ad nga = Jola) = £(Uo(o)). 


由 本 命题 的 (1), nUan“! = Usla). C] 
推论 2.6.4 G h T 5 Ua (a € O(G,T)) £m. 


WEAR 已 知 G 由 Le 生成 ， 但 Le. FL By, B-a 生成 ， 而 Pro = x Uta- E 


2.6.4 Weyl Æ 


命题 2.6.5 34 BeBT, N 

(1) b = t Oacs(B,T) go 

(2) #a € GG,T), A) (B, T) N {a,-a} 只 有 一 个 元 , 并 且 (G, T) = 
(B, T) U—®(B,T). 

(3) 存在 满 映 射 B :Y(T)eg 一 BT, HEE Za 内 存在 Borel 子 群 Ba DT, 
使 得 la, A) > 0 < 全 B(A) NA Za = Ba. 
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WERA (1) b = Cb(T) 外 ,estsz) ba, 其 中 
ba = {X € b | Ad(t)X =a(t)X vieT} C ga. 
由 于 dim go = 1, 对 任意 的 a € O(B,T), E ba = go. X, 
C,(T) = £(C3(T)) = &(T) =t. 


由 此 证 明了 (1). 

(2) ®(B,T)N {a, -a} = #(B,T) N (Za, T). 4 B DT, FU BNA Z, = 
Ca(Ta) 是 Za 的 Borel FE, 即 BN Za E BE ,所 以 L(B)NL(Z,) = L(B)N 
C, (Ta) = (Ta) = £(CB(T,)) = L(B N Za) = t Ode REg a. HE, 
P(B, T) N {a, —a} = {a} X {—a}. 

上 述 结果 对 每 个 a € O(G,T) 都 成 立 , 所 以 , 对 任意 的 a € O(G,T), a € 
6(B,T) 或 a E€ —8(B,T), 从 而 


(G, T) = §(B,T)U —8(B,T). 


(3) 参看 2.3 节 . 
(4) HERH a € O(B,T), €(B) S €(Ce(Ta)) = {A € Y (Zo,T)reg | 
(œa, A) > O}. 所 以 


E(B) C {A € Y (Zq,T reg | (a, A) > 0, Va € &(B,T)}. 
反 过 来 , 只 要 证 Maescar €(Ca(Ta)) C E(B). 因为 显然 有 


{A E€ Y(G,T)reg | (a, A) > 0, Va € &(B,T)} 
S () {AEV(Za,T)reg | (aA) > 0, } 


aéo(B,T) 


C 个 C(Cz (Ta)); 


aéd(B,T) 


任 取 € Macsi r CE(Ca(Ts)), 可 以 证 明 A € Y(G, Thor 若 此 结论 不 成 立 ，》 
不 是 正则 的 , Im 和 是 奇异 环 面 , 所 以 存在 a € O(G/I(T),T) = (G, T) 使 InAC 
T,. 设 ImA= S, NI Co(S) 2 CelTa) = Za, 所 以 Cz (S) = Co(S) A Za = Z, 
是 半 单 秩 1 的 简约 群 , 可 见 S 是 Za 的 奇异 环 面 , NY (Za, Thog, 引起 矛盾 

从 (3), 存在 B’ € Bt, {E B’ = Bold), 但 Bog tT. (A) = Ca(Ta), W 
对 任意 的 a € O(B,T), Cp (Tr) = Co(Tr), 前 面 的 条 件 可 以 改 为 对 任意 的 
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a E€ @(G,T) AT, = Ta BSB OHH {Ca(T.) | a E O(G,T)} 5 
{Cp (Tx) | a € ©(G,T)} 生成 , PILL B = B’, B = Bold), BIA € €(B). 

(5) RACY (T)reg, 使 B= Bal). 设 B- = B(-A), 则 所 有 结论 可 证 : 
由 (4) 的 结果 立即 可 知 更 (B-,7T) = —6(B,T); 另 一 方面 bb- = t 也 是 显然 
的 , 因此 t= £(T) C £(BNMB-)CbNnNb- = t, 过 使 2(BNMB-) =t, HEEK 
BN B- =T; $ B, = U, B7 =U-, 则 最 后 的 结论 也 得 出 . : 口 


2.6.5 mA 


命题 2.6.6 4 (6) Ath (G, T) ER X(T) HTH. 

(1) [X(T/Z(G)”) : (®)] 有 限 . 

(2) £ a, b ES, a, b 线性 相关 , 则 8 = ta. 

(3) 对 任意 的 BC BT, Æ X(T) 上 存在 一 个 全 序 结构 , 1% O(B,T) AE. 
(4) KV = X(T/Z(G)°) 8zQ, MOAV Ati RIRA. 该 根系 的 Weyl 群 
与 W(G,T) = Ne(T)/Ce(T) FAA. 

证 明 (1) G 是 简约 群 ，R(G) = Z(G} = Z 是 一 个 环 面 ，Ce(2) = 
C,(Z) = 9, Z C Ta, MZ C (Nh). 反 包 含 也 是 显然 的 , 所 以 Z = (OTa). £ 
A E Y(T) 使 对 所 有 的 ae BB(G,T) 有 (a, 入 ) = 0, WImdA C Ty, HER Imà C Z. 
所 以 作为 Y(T/2Z) 的 元 素 , 入 = 0. 所 以 X(T /Z) 的 子 群 (®) 5 X(T/Z) 具有 相 
同 的 秩 . 从 而 (X(T/Z) : 18) 有 限 . 

(2) a, 8 线性 相关 , 则 存在 m,n € Z, 不 同时 为 零 , 使 ma = np, 于 是 
Ta = To, BE PaT) = {a,—a}, 最 终 得 到 8 = ta. 

(3) 取 {å1, A2, Ar} A on 的 一 个 基 , 使 B = Bel), 对 0 P ae 
人 (2), 在 序列 (a, ah s Na)s*** , (Q, Àr) PA MEENAI, BK a > 0. 


(4) 午时 假设 已 经 证 明了 5(G, T) 是 根系 ae W(G. T) 后 司 构 于 这 个 根系 的 
Weyl # W(®). 容易 看 出 W(G,T) 2 W(®). 因为 上 文 所 说 的 og E W(G,T), 
而 oy 生成 了 W(%). 再 回忆 及 W(G,T) 单传 递 地 作用 在 集合 {C(B)} 上 以 及 
W(P) 单传 递 作 用 在 空间 V 的 Weyl 房 上 , 所 以 只 要 证 明 这 两 种 Weyl 房 之 间 有 
一 个 一 一 对 应 即 可 . 但 由 于 X(T/AZ(G)0 5 Y(T/Z(G)°) 之 间 的 对 偶 配 对 (x, A) 
(EWP RA X(T/Z(G)) 8z Q 5 Y(T/Z(G)) Bz 之 辐 的 对 偶 积 , 使 它们 
成 为 对 偶 线 性 空间 ). 这 种 一 一 对 应 是 显然 的 . 

现 回 头 证 (G, T) 是 根系 , 即 满足 定义 2.1.5 中 的 (R1) 2 (R4). 

(R1) & ER, KEV, 不 含 0, 都 是 显然 的 . 

(R2), (R3) 对 任意 的 a € ®(G,T), W(Z.,T) = Nz,(T)/Cz,(T) = 
Nz (T)/T C Ne(T)/T = Ne(T)/Ce(T) = W(G,T), 所 以 W(Z,,T) 可 


生成 元 , M of = 1, oala) = -a. WAE on 使 mr = _ 入 > 
Ha = {x E V | (x,A) = 0}, Wo. 在 超 平面 H, 上 是 恒 等 变 换 , 所 以 cc。 是 
反射 . 


oa 使 更 个 变 是 显然 的 , 因为 它 可 以 看 成 WG, T) 的 元 素 . 而 对 每 个 o = 
nT € W(G,T), o(f) (8 € B(G,T)) 所 对 应 的 根 空间 是 go) = Adn(gg) ( 见 命 
题 2.1.10 的 证 明 ). 

(R4) HF Z(G)” = R(G), 所 以 可 以 假定 G 是 半 单 的 . 然后 证 明 对 任意 的 
æ, P E È, Call) — Be a 的 整数 倍 . 

如 上 指出 , 对 nT = oa E W, oa(B) 实际 上 由 公式 Adm(ge) = ge) 所 决 


P(T) 的 特征 问 量 . de 对 应 于 这 个 基 , p(T) 的 矩阵 是 对 角 和 矩阵 - 对 + ET, 
党 简写 为 p(t) = 一 diag(t;, -- y tn). 
考虑 同 构 
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所 以 
pea(a(t)ar)sy = co + ex(alt)a) +-+: + em(a(t)a)” 
peg (a(t)x),; = p(tég(x)t~*)ij = tit7 (co Fre + +++ +Cm2™), 
因此 


coll — tit") + cr (a(t) — titz T+ + Cm(a(t)” — titz)” =0, Va Ek. 
这 使 得 z 的 所 有 系数 都 等 于 零 , 即 若 c £0, Wal = y, 其 中 7(t) = tity. AA 
a 天 0, 所 以 最 多 只 有 一 个 ci 40. 这 就 告诉 我 们 , 存在 ci; E€ k, kiy E Zt 使 


PEalT)ij = Cjr, 


P(tEa(T)t™)ij = a(t) pEalT)ij: 
Wi vj € Vy, Wx t € T, 


p(t)pea(T) p(téa(x)t~*)p(t)v; (2.2) 
= x(t) 2 a(t)" pea(x)igV%. 


万 一 方面 ， 
pea(z)uj = 》 pea(Z)iUi (2.3) 


E vi 人 在 上 式 的 右边 出 现 , 及 v; E Vy, W 


p()pea(z)u = >, xi(t)pea(t)ijri- 


与 (2.2) 比较 , 立刻 知道 : Æ v 在 (2.3) FEIW, Wy = x+ kaja.. 定理 从 此 
得 证 . 
a 


第 


概 齐 次 回 量 空间 


=r 
— F 


3.1 ” 概 齐 次 问 量 空间 及 其 相对 不 变量 


慨 齐 次 问 量 空间 的 理论 是 在 20 世纪 70 年 代 由 日 本 数学 家 佐藤 (M. Sato), 
新 谷 (T. Shintani) 和 木村 (T. Kimura) 等 发 展 起 来 的 . 


EX3 3.1.1 KG ARAE 0 a) 3%, k he oan. V 是 有 限 n 


则 称 三 征 一 个 相对 不 变量 (relative invariant), y RA f 的 特征 标 . 


当 (G,p,V) 是 一 个 概 齐 次 同 量 空间 时 , f 被 它 的 特征 标 x 确定 到 相差 一 个 非 
EEA. 对 于 任意 的 上 ze k*, ftr) 也 是 特征 标 x 的 相对 不 变量 , 因此 与 f(z) 相 
Ze BU, 这 说 明 相 对 不 变量 是 齐 次 的 . G 的 有 理 特 征 标 构 成 Abel 群 , 因此 
也 可 定义 线性 相关 性 . 不 难 验证 线性 无 关 特征 标 对 应 的 相对 不 变量 是 代数 无 关 的 . 

命题 3.1.1 设 (G,p,V) 是 一 个 概 齐 次 向 量 空 间 , S 的 余 维 数 1 的 不 可 约 分 
支 为 S1,… Sp, HRS; HAA fil) = 0. N) fi 是 代数 无 关 的 相对 不 变量 , 而 
且 所 有 相对 不 变量 都 具有 以 下 形式 : 


cfe fr cE k*,n; EZ. 


对 于 ZEVy, 记 Z 在 G 内 的 稳定 子 群 为 


Gs = {g E€ G | p(g)x = z}. 


4 AAS RN eESRELSN. 把 由 G, 以 及 G 的 换 位 子 生成 的 子 群 记 为 
Gi, WG 的 特征 标 x 与 一 个 相对 不 变量 关联 的 充分 必要 条 件 是 x 局 限 在 G1 上 
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是 平凡 的 . 这 样 的 特征 标 构 成 一 个 子 群 Xi(G), 这 是 以 命题 中 的 xi 为 基 的 目 由 
Abel $. 

设 V* 是 V 的 对 偶 空 间 , p* 是 p Kae. 但 (G, p, V*) 不 一 定 是 概 齐 次 
喇 量 空间 . 
我 们 先 看 一 个 例子 . 
例 3.1.1 设 G = GL,(C) x GL,(C), V = M,(C). 在 V 上 的 作用 定 


义 为 
p((A, B))X = 4X A, B €GL,(C),X € M,(C). 
TA rank(AX BT) = rank(X)， 两 个 方 阵 在 同一 个 G 轨道 里 的 元 分 必要 条 件 是 
它们 有 相同 的 秩 . 因此 Y PHAn+17G 轨道 . HPV rank(X) =n Neue 
0 为 最 大 : 
Q = {X € M,(C) | det(X) 4 0} 


是 V 的 一 个 Zariski 开 子 集 ， 我 们 把 奇异 窍 阵 的 集合 Y 一 2 记 为 9，9 是 由 
det(X) = 0 定义 的 不 可 约 超 曲面 . Be P(X) = det(X), 可 得 


P(p((A, B))X) = det(AB) P(X). 
称 P 是 一 个 相对 不 变量 , 对 应 的 特征 标 为 
x((A, B)) = det(AB). 


个 难 证 明 相 对 不 变 多 项 式 一 定 为 cP", 其 中 ce C, r EN. 
男 一 方面 , 通过 双 线 性 型 Tr(XY) 可 以 把 V 的 对 偶 空 间 等 同 于 V._p 的 逆 步 
线性 变换 p* 可 以 定义 为 


p*((A, B))X = BY“ XA™, 


XPUPRAAAS p 相同 的 性 质 ，(G, p*,V) 也 是 概 齐 次 同 量 空间 , 它 的 奇异 集 
S* = S, 相对 不 变量 @ = P. 


现在 我 们 把 GAG, 的 李 代 数 记 为 g, g. Rw 是 在 g ERFAN g 的 线性 
形式 . 车 x EQ, 由 于 p(G)z = Q BFR, 可 得 p(g)z =V. 线性 映射 


g/g1— V 
A | p(A)x 


74. 第 一 篇 ”线性 代数 群 


re BE GA. 由 于 线性 形式 w 在 g。 上 取 零 值 , 可 以 用 以 下 公子 


(Pu (x), p(A)x) = w(A) (3.1) 


EX V 上 一 个 线性 形式 pole). 这 样 就 确定 了 一 个 有 理 映射 pw : OV. 又 因 w 
TŒ lg, 9) HESTE, 故 对 任意 的 g € G, w(Ad(g)A) = w(A). 对 任意 的 z €Q, 
有 


(p*(g™ )pw(p(9)7), p(Ad(g)A)z) = (pu(po(g)z),p(g)p(Ad(9)4)z) 


= (pw (p(9)7), p(A)p(g)x) 
= w(A) = w(Ad(g)A), 


XEMA p*(9g~*) pu (e(g)x) = pult), 也 就 是 


Yu(p(g)z) = p*(g)y., (T). (3.2) 


因此 yu 的 像 是 V 的 一 个 G 轨道 . 

定义 3.1.3 设 (G,p,V) 是 概 齐 次 向 量 空间 , 如 果 存 在 特征 标 y 的 相对 不 变 
È f, 使 得 Gay 的 微分 在 某 个 一 般 点 处 是 一 一 的 , 则 称 这 个 概 齐 次 向 量 空间 是 正则 
&) (regular). 

命题 3.1.2 #(G,p, V) 是 正则 概 齐 次 向 量 空间 , 它 的 对 偶 空间 (G, o, V*) 
也 是 正则 概 齐 次 向 量 空间 . 

MERA i dya 在 一 般 点 z E Q 处 是 一 一 的 . 记 y = palt). H (3.2) 式 
知 Q* = pax(Q) 是 V* 的 一 个 G 轨道 . 又 因 微 分 映射 dpax 在 z 是 一 一 的 , 可 得 
dim Q* = dimQ = dim V, 因此 0* 是 Vr* 的 一 个 大 轨道 , 而 且 pay 把 一 一 地 映 
BY BY O* E. 这 就 证 明了 (G,p*,V*) 是 概 齐 次 向 量 空间 . 如 果 g E G, WAM (3.2) 
HFS pax(p(9)z) = Pax (2), 由 Yay 的 一 一 性 知 p(g)z = x, 即 Gy C Go. 又 因 
dim G, = dim Gz, 所 以 Gy = G,. 这 样 , 它们 有 相同 的 李 代 数 . 从 而 由 p* 诱导 的 
子 代数 时 与 g1 相同 . 存在 V* 内 有 理 映射 pta EE 


- 
dn 


. (p" (A)y, P“ ay(y)) = —dy(A), 
公式 (3.1) 可 以 写成 


(p"(A)y, 7) = —dx(A). 


由 于 p*(g)y = V*, 比较 上 面 两 个 等 式 , 可 得 o* + (¥) = = 2. REW Yay 与 pa， 
互 逆 . 注意 到 dx* = —dy, 可 见 (G, p*, V*) 也 是 正则 概 齐 次 线性 空间 . O 
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命题 3.1.3 wR(G,p,V) 是 概 齐 次 向 量 空间 , 则 (G, p, V) 正则 当 且 仅 当 存 
在 一 个 相对 不 变量 f, 其 Hesse 行列 式 H;(x) = det (ZE) 在 某 个 一 般 点 不 等 
FR. 


证 明 设 了 是 特征 标 为 x 的 相对 不 变量 , 经 过 简单 的 计算 可 以 得 到 


det(dpay (7)) = 一 一 一 一 -一 一 . C 


以 后 考虑 G 为 简约 群 的 情形 . 如 果 p 是 不 可 约 表示 , 则 p(G) HARA. 

定理 3.1.4 设 G 是 简约 群 ,(G, p, V) 是 概 齐 次 向 量 空间 , 则 以 下 3 个 条 件 
是 等 价 的 : 

(1) (G,p,V) 不 正则 的 ; 

(2) 对 于 大 轨道 上 的 点 ZEQ, Gr 是 简约 群 ; 


3 208%, (G,p,V) 是 不 可 约 正 则 概 齐 次 向 量 空间 . 则 5 
是 一 个 不 可 约 的 超 曲面 在 不 计 非 零 常数 因子 的 条 件 下 , 此 概 齐 次 向 量 空 间 的 不 
可 约 相对 不 变 多 项 式 是 唯一 的 , 而 且 所 有 的 相对 不 变量 都 是 这 个 多 项 式 的 希 . 


3.2 “与 概 齐 次 回 量 空间 相关 联 的 5 函数 


MER k =C, G 是 简约 群 , (G, po, V) 是 不 可 约 正则 概 齐 次 同 量 空间 . 从 而 9 

是 一 个 不 可 约 的 超 曲 面 . 假设 8 的 定义 多 项 式 是 P(x), 则 P 是 不 可 约 的 相对 不 

量 , 并 设 d = deg P. 记 P 的 特征 标 为 x. (G, p*, V*) 也 是 不 可 约 正则 概 齐 次 加 

量 空 间 . 把 它 的 大 轨道 记 为 Q*, 奇异 集 记 为 S*, 则 S* 也 是 一 个 不 可 约 的 超 曲面 ， 
记 S* 的 定义 多 项 式 是 4 WdegQ=d. P5QHEG NR NE ae, 满 正 


P(p(g)z)=x(g)P(z), VgEG, re V, 


Q(p*(g)x") =x(g) Ql), Yg EG, reV. 
w T = (£1, o , Tn ), 定义 微分 算 子 


0 0 
P09) = P (2 ae) 


76. 第 一 篇 ”线性 代数 群 
可 以 证 明 , Xt P 5 Q 乘 以 适当 的 常数 因子 后 , 存在 d 次 多 项 式 b(s) 使 得 
Q(0)P* = b(s) Ps 
以 及 
P(O)Q? = 0(8)Q*"*, 
这 里 6b(s) = (3). 而 且 d Æ 2n (n = dim V) HAY, 


髓 议 (G, p, V) 定义 在 实数 域 上 , 也 就 是 说 G AV 都 有 一 个 实 形式 Gr 与 Vp, 
使 得 p(Ga)Va = Va. FW OR = QN Vr, SR= SN WR. 此 时 相对 不 变 多 项 式 P 
与 @ 都 可 以 取 成 实 系数 的 . 于 是 b(s) 也 是 实 系数 的 , b(s) = bs). 再 设 Gr 的 单 
位 连通 分 文 是 GR, Op 的 连通 分 支 是 V, , Wi, 它们 也 是 GL 在 Ve 内 的 开 轨 道 . 
P 在 每 个 连通 分 支 上 都 有 确定 的 符号 . > 


P(x) = e,|P(z)|, x E V;, & = 1. 
适当 选取 Vr 的 基 , 可 以 把 Qr 分 解 成 1 个 G9 轨道 V*,…… V, 而 且 可 以 假设 
Q(x") =e|/Q(z")|, a EV; 


保持 与 前 式 相同 的 符号 = 
对 于 正 整 数 m, > 


bm(s) = b(s)b(s — 1)---b(s —m+1). 


QO)" P(T)? = e7"bm(s)|P(x)|*™, zeEeVi,seC 
P(O)™|Q(z*)|* = E"bm(s)|Q(z*)|", = a E VX, 8 EC 
对 于 Vr 上 Schwartz 函数 的 空间 AS (Ve) 中 的 任意 函数 f, 定义 


D,(f,s) = J f(x)|P (a) dz, 1 <i <l, Re(s) > 0. 
V; 
类 似 地 , 对 ft E A(Vt), 定义 


B+(f*,s) = | foo) dr, 1 <i <1, Re(s)>0. 
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显然 O,(f,s) 与 OF(f*,s) 在 右 半 平面 天 于 s 全 纯 , 为 可 证 明 它 们 可 以 解析 延 拓 为 
整个 复 乎 面 上 的 亚 纯 函 数 , Ay A 


®;(Q(0)"f, s) = (—1)*" ef" bm(s)Bi(f,s — m), 
D; (P(N f*, s) = (-1)*" ebm (s) BF (f*,s — m), 
其 中 m 取 正 整数 值 . 


与 
f*(z) — | peere )dr* 
Ww 
b(s) = bo(s — c1) +- (8 — ca), bo E R — {0}, 
d 
y(s) = I] T (s 十 ci 十 =] | (3.3) 
则 可 得 到 以 下 定理 : 


定理 3.2.1 存在 次 数 不 超 过 d 的 多 项 式 wij, uj, (<i, j <I), 使 得 


再 假设 概 齐 次 线性 空间 (G, oV) 定义 在 Q 上 , 使 得 Ww 有 一 个 也 形式 
Vz C Vo, Frid 
Gz = {9 € Go | p(g)Vz = Vz}. 


多 项 式 P,Q 可 被 取 成 有 理 系 数 的 ,而 且 可 以 假设 对 偶 空 间 (G, p*, V*) 也 有 同样 
的 性 质 . | 
iad 
={g€G|x(g) = 1}, 


由 于 x 是 G 的 定义 在 玉 上 的 有 理 特征 标 , 因此 G* 也 是 定义 在 民 上 的 简约 代数 
EF. wT = Gi N Gz, Vz = Vz —VzNS. 


要 除去 某 些小 维 数 的 情形 最 后 再 假定 OR 2 只 有 有 限 多 个 GR 轨道 这 些 假设 保证 
丁当 Re(s) > 0 时 所 出 现 的 那些 积分 的 收敛 性 . 
X £ E VW = VW- WNS, W r E Gr 里 的 稳定 子 群 为 G。, 显然 有 G, C Gh. 
wT, =rTNG,. 并 设 
a(z) = vol(G,/T). (3.5) 


(T) 称 为 在 Z 所 的 密度 . 对 于 Ww 里 的 一 个 工 不 变 格 工 , 记 工 ;= LAV, (1 <i< J, 
L' = LN VW = U; Vi- 这 样 就 可 以 定义 Dirichlet 级 数 


&:(s,L)= >》 pr)P(z)|, 1gig!, 
rel, /TT 
以 及 
E (s, L") = J, PENRE, 1<gigl. 
s*EL*/T 
定理 3.2.2 ik (G, p, v TR LIRA METE KA 空间 , 则 函数 Els, L) 
以 及 上 (5， L*) a CETE: ae , 


这 些 Dirichlet 级 数 £; (s, L) 以 及 E*(s, L*) (1 <i < D ARAA SARRAR i 
相关 联 的 < 函数 . 


定理 证 明 的 思路 如 下 : 对 于 f EFV), fre VE), 考虑 积分 
Z(f,L,s)= 人 x00) 5 Fol), 


R/T TEL!' 
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然后 证 明 


例 3.2.1 我 们 继续 研究 例 3.1.1. 由 Capelli 恒等式 , 可 得 


根据 公式 (3.3), 有 


在 (G,p,V) 里 可 以 定义 一 个 R 结构 : 
Gr = {(A, A) | A € GL,(C)}, 


Va ={XeEV|X =X}, 


通过 映射 
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可 以 把 Gr 等 同 于 GL,(C), 则 对 A € GL,(C), H p(A)X = AXA’, y(A) = 
|det Al?, 而 且 
G} = {A € GL, (C) | |det A] = 1}. 


此 外 On = Vr 一 SR 有 连通 分 支 分 解 
(如 三 YoUU.… UV， 


其 中 Vi 是 有 “个 正 特征 值 , n 一 i 个 负 特 征 值 的 n 阶 Hermite 矩阵 的 集合 . 
现在 设 K 是 虚 二 次 域 , Kz 是 K 的 整数 环 . 则 存在 (G, p, V) 的 Q 结构 : 


Go 一 {(A, A) | AE GL,,(K)}, 


Gz = {(A, A) | A € GL, (Kz)}, 
Vo = {X €M,(K)|X =X}, 
Vz 一 {X = M (Ka) | x — X}, 


HT = Gz. 


可 以 证 明 : (G,p, V) 及 它 的 Q 结构 满足 (3.4) 所 述 的 条 件 . HL Eh 是 一 
个 Gz 不 变 格 , LL=V AOL. 则 可 定义 Dirichlet 级 数 : 


&(s,L)= >》 p(X)|det X|”, 


XEL:;/T 


佐 采 和 新 谷 * 证 明了 es L) 以 及 Els, L*) (0 < i < n, 挛 是 元 的 对 偶 格 ) 
TE Re s > n 时 绝对 收敛 , 而且 可 以 解析 延 拓 成 整个 复 平 面 上 的 亚 纯 函 数 , 它们 满 
KE PRT FE 
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与 不 定 二 次 型 相关 联 的 Epstein C 函数 以 及 Siegel 的 Dirichlet 级 数 都 是 与 
慨 齐 次 回 量 空间 相关 联 的 《 函数 的 例子 . 新 谷 还 定义 了 与 二 元 整 三 次 型 关联 的 
6 PAN, 并 得 到 了 与 判别 式 等 于 n 的 不 可 约 整 二 元 三 次 型 的 类 数 有 关 的 一 些 渐 近 


公式 . 
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41 典型 群 


tO 是 代数 闭 域 , O 在 素 域 上 的 超越 次 数 为 无 限 , 取 GL(n, 2) 内 的 代数 群 
G, WA Q[G] = Q[T]/I, I = {f € OT) | f(g) = 0 Yg € GI} 为 多 项 式 环 QT] 的 
理想 . MRAR k CR (k 不 一 定 代数 闭 ), RI 的 生成 元 fir, fm E KIT), WR 
们 说 G 是 定义 在 k 上, 或 说 G 是 k 群 并 用 符号 G/k 记 这 件 事 . 同样 , 若 代数 群 同 
态 Y : Gi 一 Go ZH KT] 中 的 多 项 式 给 出 及 Gi, Gs Wek LEX, 则 我 们 说 Y 
Ek EEX, 常 记 这 事实 为 9 :Gi 一 Go/k MG, 5 Go, 以 Aut, G WENE k 
EN G 的 自 同 构 . € GEk EEN, 则 G 的 大 有 理 点 是 指 


G(k) = GN GL(n, k). 


其 中 9 一 (° gi; ). 
如 果 我 们 用 群 概 形 的 语言 就 不 必 假 设 有 Q 使 G C GL(n, A). 


为 一 同 构 , 则 or 可 以 扩张 为 pc : G 一 G', 这 是 一 个 代数 群 的 同 构 . 

WERA 参见 [169] p.197, 定理 32.1. a 
FEM 4.1.1 KG ERR, KR G/kAP SHIRA, 且 所 有 真正 规 天 子 群 
EF G/k 的 中 心 , MAG Ek LGB (almost simple algebraic group). 


命题 4.1.2 G 为 到 上 单 连通 半 单 代数 群 ， 则 存在 大 上 和 殉 单 单 连通 代数 群 GL 
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4.1.2 “” 非 交 换 上 同调 


我 们 知道 , 若 4 为 交换 群 , 群 G 作用 于 A E, 则 可 以 定义 上 同调 和 H"G, A) 


E 4 为 非 交 换 群 , 我 们 现在 对 n = 0,1 作 相 应 的 定义 . 
EX 4.1.2 设 群 G 作用 在 群 A 上 ， 


(1) H°(G,A)=°“A={a€eAlg:a=a, Vg EGY, 
(2) H(G, A) 可 如 下 定义 : 
映射 G 一 A: sm a, 若 对 任意 的 s,t e G, 满足 


Ast 一 As (faz), 


则 称 (az) AG 的 系数 在 A 中 的 1 Els, VA 21(G, A) 32, G 的 系数 在 4 中 的 所 
有 上 闭 链 的 集合 . 
如 采 (as), (bs) E AAN Ji 上 闭 链 ， 且 存 在 CEA 使 


bs =c ‘a, °C, Vs EG, 


则 称 这 两 个 上 闭 链 等 价 ， 易 证 这 确实 是 一 个 等 价 关系 . 以 [as] 记 (as) 所 在 的 等 价 
类 , 则 定义 
万 (G, A) = {las) | (as) € Z*(G, A)}, 


称 为 G 的 系数 在 A 中 的 1 上 同调 群 . 
Hi(G, 4) 的 单位 元 就 是 单位 上 同调 1:G 一 4 :s 1. 我 们 同样 可 以 有 正 
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设 L/k 是 一 个 Galois 扩张 , Gal (L/k) X Galois 群 . 记 
S(L/k,G) = {G | G#G 的 一 个 L/k 形 }. 


若 G,G' € S(L/k,G), EENE k LWAH h: G — G, 则 称 G 与 G' 等 价 ， 
并 把 G 所 在 的 等 价 类 记 为 [G]. id 


则 sf 为 Gi 一 G2 的 同 态 , 特别 对 fe€ Autr(G), *f € Autz(G). 这 样 , Autz(G) 
为 一 个 Gal (L/k) 群 . 注意 到 群 Aut, (G) 未 必 交 换 , 应 用 4.1.2 节 中 的 非 交 换 上 
同调 理论 , 我 们 有 1 上 同调 集 Hi(Gal (L/k), Autr(G)). 

对 GE S(L/k,G), 我 们 有 同 构 f:G 一 G/L. 定义 映射 
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WEAR OXY s,t € Gal(L/k), 
asp = fo" f= ftotfotf lots 
=(f o f) (f of) 
= a, O °Q. L 


车 [G] = [G1] € Y(L/k,G), WARK 


f:G@—G/L, fi:@G@—-G/L 


& + 

h:G, — G/k. 
从 EX: 

a,=f'o’f. 
从 fi 定义 : 

bs = fto fi. 


设 c= fhfi € Auti (G), WA 


FAY AEE DCT = AEEA A) 
= ffi 


(注意 到 h ENT k, 故 5h = h), 得 


cta, °c = by. 


这 就 是 说 ， 
las| = [bs] € H'(Gal(L/k), Autr(G)). 
RERA TE VA ce SC BRT 
0: A(L/k,G) — H! (Gal(L/k), Aut, (G)) 
|G] 一 [as]. 


命题 4.1.5 6 是 双 射 ， 
WEAR EE 0 是 单 的 : 设 [G], [G] e Y(L/k,G), 且 6(G]) = 0((G)). WA 


同 构 
f:G—G/L, fi:G—-G/L 


. 86 . 


A(|G]) = [as], a=f'’f, 


([G']).= [bs], bs 一 fir fi. 


从 [as] = [bs] 可 以 得 出 : 存在 ce Autz,(G), E cta, c= ba. Aiff Se = 

fr’ fa WR fief" = °(fefr*). 由 se Gal(L/k) 的 任意 性 , fef ENE k E. 
于 是 feft: G' 一 G 为 hk 上 代数 群 同 构 , [G] = [G1. 

9 的 满 射 性 证 明 略 去 . a 


4.1.4 she 
wk 为 完全 域 , 也 是 大 的 代数 封闭 域 . k/k 是 Galois 扩张 . 设 Gal(k/k) 作用 
在 群 A 上 . 


Galois # Gal (k/k) 为 完全 不 连通 的 紧 拓 扑 群 ， 这 时 在 1 上 闭 链 a e 
Z*(Gal (k/k), A) 的 定义 中 我 们 再 加 上 以 下 条 件 : 


o Gal (k/k) 有 开 正 规 子 群 H 及 有 映射 Gal (k/k)/H È A, 使 a = bn, 其 中 
fr: Gal (EK/k) 一 Gal (k/k)/H X BRIA. 


加 了 这 个 条 件 之 后 以 上 两 小 节 的 结果 仍然 成 立 ， 我 们 以 A (k, A) 记 
H (Gal (k/k), A). 

设 G 是 定义 在 无 上 的 殉 单 单 连通 代数 群 

G/Z(G) 是 由 Dynkin 图 决定 的 . 因 下 是 代数 闭 域 , 故 有 分 裂 正 合 列 ; 


1 — Ad(G) 二 Auti(G) SS Dyn(G) — 1 
p 


其 中 Dyn(G) Æ G 的 Dynkin 图 的 自 同 构 群 ， Ad(G) 是 G 的 伴随 群 , 所 以 有 正 
合 列 : 


Hi(k, Ad(G)) > Hi(k, Auti(G)) 24 FI Dyn(G)) — 1. 


Gal (k/k) 在 Dyn(G) 上 的 作用 是 平凡 的 , s Æa, 上 的 作用 是 平凡 的 ,sa。= as, 
as = Qs a. Hi(k, Dyn(G)) SS Hom(Gal (k/k), Dyn(G)). 

设 G 的 Dynkin 图 是 X (如 : An, Bn,- ), W [G] € A(k/k,G), W O((G]) € 
Hi(k, Auts(G)), 故 p10 ([G]) € H1(k, Dyn(G)) = Hom(Gal (k/k), Dyn(G)). 由 
Galois 理论 , 知 Ker p10([G]) 决定 一 个 扩张 L/k 1E Gal (k/L) = Ker p,6((G)). 
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k 一 一 一 ji 

U M 

L Ker p10 ([G]) 
U M 
k—— Gal(k/k) 


进一步 由 于 Imp,0((G]) C Dyn(G), Imp,0({G]) ABR, 因此 [Gal(k/k) : 
Ker p:0([G])] = [L : k] < 00. Rm=([L: k], KG 的 类 型 为 Xi. 

定义 4.1.4 若 G 为 hk 上 单 连通 代数 群 ， 在 hk 上 歼 单 且 G 的 类 型 是 
14 24 B,,0,,1D,,2D,, 则 称 G 为 典型 群 

在 下 一 节 我 们 将 利用 单 代 数 的 理论 把 G 明显 的 “ 造 ” 出 来 . 


4.2 单 代 数 


关于 代数 的 算术 的 名 著 是 文献 [102]. 可 惜 难得 见 , 又 没有 中 译本 或 类 去 本 . 
[311] 及 [400] Part 开 亦 详 述 代 数 的 算术 . 


4.2.1 “中心 单 代 数 

wk At, AAk 上 有 双 代 数 . Z(A) 记 A 的 中 心 . 
定义 4.2.1 如 果 A 没有 真 双边 理想 , 称 4 为 单 代 数 . 
we MAAR, > 


AnnM={aeAlaxr=0 Vz €e M}. 


命题 4.2.1 (1) 设 A 是 上 代数 ,1M 是 不 可 约 4 模 AnnM = 0, D = 
End(M), 则 A S M,(D). 

(2) Æ A 是 单 k 代 数 , WHE k ETRRK D, 12 AS M,(D), HN n, D X 
由 A 决定 的 . 

证 明 参见 [24] 第 三 章 83, [179] vol. II. a 

定义 4.2.2 R A R k RZ, Z(A) =k. la = = k, 则 4 是 中 心 代数 . 


充分 性 . 已 知 A 是 单 代 数 , 为 证 F 是 一 的 ， 我 们 来 计算 Ker F. 
把 4 看 作 上 疝 量 空间 并 记 为 M, 对 c= a8be AQ, AP, zeM 定 义 
c: x = axb = F(c)(x), 这 样 M 成 为 4@k AP 模 , 而 


Ann(M)= {c E€ A@, AP | c- x =0Vx € M} = KerF. 


现在 证 : (1) M 是 不 可 约 A @ AP 模 ; (2) End4e, soe (M) = k. 
(1) WM’ CM 是 子 模 , 则 对 任意 的 abe4ze H (a@b)-rcrEM’, 
即 4M 4 C M', 因此 M 是 4 的 双边 理想 , 于 是 M' = 0 mM, 所 以 M 不 可 约 . 


c: p(x), BI (azb) = ap(7z)b. & x = 14, 再 分 别 取 (a, b) = = (a, 1) 及 (1, a), 
则 ap(14) = y(a) = yp(14)a, BI (14) € Z(A) = k, EWÆR H zr € M 有 
plz) = Zp(14), 说 明 p 由 yp(14) Ee 完全 确定 . 这 就 证 明了 Endyg, sr(M) = k. 

BA = A®, AP/Ann(M), 则 M 是 不 可 约 of 模 , Anng(M) = 0. 根据 命 
R 4.2.1, £ = M,(D) = M,(k), Alig dim, M = n, dim, & = n? = (dim, M)?. 
CAI dim, M = dim, A = N, 因此 dim, oz = N? = dim, A Qg A”. 这 就 得 出 


(2) 若 5/ 是 代数 闭 扩张 ， 则 A 为 单 代数 的 充分 必要 条 件 是 A, S M,(L). 
(3) 如 果 A LH k ARK, 则 dim, A 是 一 个 正 整数 的 平方 ， 
(4) Æ A,B 是 中 SERE I) A@, B 也 是 中 心 单 代 数 . 
(5) 若 4 是 中 心 单 代 数 , 又 设 dim, A = n? , EAA LD k, F:A— M.(L) 
为 上 代数 同 态 , 则 Fp: Ar = A Xp L M,(L) 是 同 构 . 
命题 4.2.4 A 为 中 心 单 代数 . 
(1) 对 任意 的 自 同 构 p E Aut, A, 必 存 在 可 逆 元 a € A, 使 得 对 任意 的 a ce A 
有 p(x) = a'xa (Skolem-Noether 定理 ). a 
(2) 若 工 是 上 的 一 个 可 离 闭 域 , 则 存在 工 同 构 A, = M,(L). 
(3) HAIT L C k, 以 及 两 个 同 构 FL, FL: Ap > M,(L), WHEY e 
GL(n, L), 使 = 二 Y-1FLY, 而 YY 除了 差 L* 中 的 一 个 因子 外 , 是 唯一 确定 的 : ; 
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(3) Æ F! o F+ e Aut(M,(L)). 由 (1), 存在 Y € GL(n, L), 使 对 任意 的 


X € M,(L), Fi} o F(X) = YXY. 对 任意 的 a€ A, FTE X € M,(L), 使 得 
a = F(X), 这 样 , FY =Y "FLY. 口 

定义 4.2.3 若 元 /是 域 扩张 , ALKRK F: A 一 M,(L) 是 上线 性 代数 
同 态 ( 即 是 F(14) = 1p, F(ab) = F(a)F(b)), WAR FH A 的 一 个 工 表 示 . 此 时 ， 
如 果 dim, A= n?, N) F Oak Fr : Ar 一 M,(L) 是 同 构 . 


这 等 价 于 要 求 : A k 代数 同 态 F:A— M n(L) WE Fr : Ay = M,(L). 


证 明 第 一 步 . 设 工 是 大 的 可 离 封闭 域 , 则 存在 Fr : Ar 一 M,(L). 这 样 ， 


(ii) Fy 同 构 必 得 T,v £0. 

BY A WEE {a1,--- ,av N =n’. 

EMA) a E€ Ap, a= So Tili, q; E L. 这 样 rët = 7, v“ = v 可 以 看 成 
以 zi 为 变 元 , 系数 在 工 里 的 多 项 式 函数 . 

对 任意 的 gc c Aut(L/k), Ho 作用 在 多 项 式 函 数 的 系数 上 , 可 以 定义 
T7, Vo PF. 

现在 对 任意 的 a E€ Ar, T’(a) = tr(F?(a)), u° (a) = det(F7(a)). 1H FẸ : 
A, = M,(L) 仍 是 工 表 示 , 因此 


tr(F? (a)) = tr(Fr(a)), det(F? (a)) = det(Fr(a)). 


于 是 7? = T, v” =v, WH T, v NAR k, 这 样 就 可 以 定义 多 项 式 函数 
T,UV : Å —> k. 
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第 一 步 . 在 五 是 一 个 域 , 包含 上 的 一 个 可 离 封闭 域 , 则 命题 对 4 的 丽 表 示 


推论 4.2.6 ARP OCHRE AM, dimA=n?. 对 ae42zhoazr 及 
t+ za X End,A 的 元 , 它们 的 行列 式 是 v(a)". 


证 明 只 要 对 4 = Mi(k) 证 明 . 对 Mi,(k) 的 基 (el1,:… ,enn), 其 中 


a € A", 使 得 对 任意 的 x EA, 有 JI (z) = = aza. 于 是 


J(zZ) = al (ar 
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所 以 对 任意 的 ze A, 


a= JJ(x) =al(al(x)a*)a~* 
=al(a)'x(al(a)")™, 


即 是 说 al(a)'e L(ANHD). Ree Lt Ila) = ca, Wa = I(I(a)) = 
I(ca) = I(a)I(c) = cI (cja. 因此 cI(c) = 1. 

若 了 为 第 一 种 对 合 , Wee L WG I(c) =c, c? =cl(c) = 1, Ait c = +1, 证 
得 (1). 

若 了 为 第 二 种 对 合 , Wik F= {b€ L| I(b)=b}. FH =1, & [L :F]=2. 
所 以 cI(c) = 1 得 出 NWzvp(ce) = 1 ( 范 数 )， 由 Hilbert 定理 90, 得 dE L* 使 
c= T(d)d-!. 因此 I(a) = ca = I(d)d-1a Bl I(d ta) = da. Aide L, 若 取 
a’ = dta W) J(x) = aI (xja = a'I (x)a™ K I(a') =a’, 证 得 (2). O 


4.2.2 ”典型 群 与 单 代 数 


以 后 我 们 使 用 以 下 的 记号 : k 表示 域 的 代数 封闭 域 ; G/k 表示 代数 群 是 定 
义 在 域 上 的 . 

注 (1) 对 代数 群 G/E, 存在 双 射 0 : .ZZ(k,G) 一 H! (k, Autz(G))， 同 样 
可 以 证 明 , 对 任何 的 天 代数 A, 存在 双 射 I (k, A) 一 H! (k, Autz(A)), XB, # 
[A] € A(k, A), WW A Æ k RAEE k AH A — Ag; XE [A] = [A], 则 存在 
同 构 A, S A. 

(2) # [as] € H! (k, Aut;(G)), WA [G] € A(k,G), 使 0([G]) = [as], 这 时 
我 们 说 用 [as] 扭转 (twisting) G 得 到 G. 

本 节 利 用 Galois 上 同调 群 的 理论 来 讨论 代数 群 的 分 类 问题 . 

G 是 SLn+1 的 情况 

(1) Æ G WR OA, 时 ， 

(i) 因为 [Gal(k/k) : Ker p10([G])] = 1, 所 以 p10([G]) = 1 : Gal(k/k) 一 
Dyn(A,,). 于 是 Aut(G) 没有 图 日 同 构 . 

(ii) p10([G]) € Ker pı = Imi, 看 正 合 列 


1 — Ad(SL»,11) — Auti(SLn,11) = Dyn(A,) — 1 


i, : H!(k, Ad(SL,41)) — H! (k, Autz(SLn41)) 
[as] — li(as)], 


可 把 0([G)) 看 成 五 (k, Ad(SLn41)) 的 元 . 
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(iii) 因为 
Ad(SL,41) = PGLz,, = Autz(M 1(k)), 


所 以 
(cl) € H (k, Autg(Mn41(k)), 


用 O([G]) 扭转 M1(k) 得 到 代数 A. 这 就 是 说 , E k Et f: Mayik) 一 
AQ, k. Xa, = f-to*f, W [as] = 0([G1). 由 于 MI(B) 是 中 心 单 廊 代数 ,ff 
xe k FIH, 所 以 Ag = A Qr k 是 中 心 单 天 代数 , 从 而 A 是 中 心 单 代 数 且 Z(A) = k. 

(iv) H f : Mn+ı(k) > Ark K SLngi(k) = {X E€ Myii(k) | det X =1} C 

My4i(k), H(k) = {a € Ag | v(a) = 1} C AQ, k, 得 到 f : SLnai(k) > H (k). 

AA Æ k EBA, MA H = H(k) = {a € A | v(a) = 1} 是 上 代数 
群 . 义 因 为 0(H]) = [as] = 0([G1), 得 到 [H] = [G], 从 而 H &, G. 

(v) SEE: £ G 的 类 型 是 14; 时 , 则 存在 中 心 单 代数 4A 使 G(K) = {x € 
A Qr k | vz = 1}, EF v X A 的 已 约 范 数 . 

(2) 47 G 的 类型 是 “4，。 时 

(i) 因为 [Gal(k/k) : Kerpi0([G])] = 2, 所 以 Im(p,0([G])) = 
Gal(k/k)/ Ker p10([G]). 从 而 {Im(p,6([G]))| = |Dyn(An)| = 2, Dyn(An) S Sp 
(2 个 元 素 的 对 称 群 )， 于 是 1 六 pe Gal(k/k) 一 Dyn(An). 
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Ig(X,Y) =1(A7 XA, B YB) =(‘BtY'B,tA‘XtA’). 


于 是 AYA = tB'YtB, BI tYAB = ABY, 从 而 AB = al (1 是 单 
RE) a ek. 同样 ,由 BOMXB = tAtXtA Ba] BtA = bl, b e k. 
所 以 (A, B)I(A,B) = (A‘B,BtA) = (al1,b1)， 但 是 , I((A,B)I(A,B)) = 
(A, B)I(A, B), 故 由 (al,b1) = (b1,a1) Ẹ (a,b) = (b,a) E k@k, Hua = b. 
又 因为 k 是 代数 封闭 域 , 可 不 妨 假设 wa = b = 1, 从 而 AB = B'A = 1, 得 到 
B =A, WẸ g : (X,Y) = (A71XA, (‘A’) 7Y(*A"’)), A € SL(n +1, ). 


(iv) 已 知 
Autc(SLn41) = (X > X; XH ATXA|AESL(n+1,h)). 


利用 单 映 射 
YO: SL(n + 1,k) 一 一 Mn+1 中 Mn+: (k) 


Xb (X,*X~*), 
得 同 构 | 


Aut-(SL(n + 1, k)) — Autz(Mn+1 ® Mn41, I) 
(XX) ++ ((X,Y) = (Y, X)) 
(X= AXA) — ((X,Y) > (AXA, (1A) Y (¢A7))). 


(v) 假定 G 是 4， 型. 

0(G]) € H! (k, Aut-(SL(n + 1,k))) = H! (k, Autz(Mn+1 ® Mnsi,l)), 用 
9([G]) 扭转 (Mi ® Mny, 7), 得 到 (4, J), 其 中 4 是 中 心 单 及 代数, J 是 4 的 
对 合 . MA f: Mas: ® Mayi(k) > Ag, 使 0([G]) 对 应 于 上 闭 链 a, = 广 : 07 f. 
此 时 2 把 SLn + 1) BRA {Z € Mayı © Mnai(k) | Z-1(Z) = 1,v(Z) = 1}, m 
这 个 群 在 O([G]) FHEA A(k) = {a € Az |a- J(a) = 1,v(a) = 1}. 

我 们 的 结论 是 : E G 是 ?4 型 , WARK A, A 上 有 第 二 种 对 合 J 使 得 
G S: H, 而 其 中 H 是 一 个 上 代数 群 , H = H(k) = {a € A|a-J(a) = 1, v(a) = 


H! (k, Sn) = {所 有 维 数 为 n 的 可 离 交 换 大 RAK k AK}, 


其 中 S, 被 看 成 Autz Ag). 


(Z9(1); oa , Tg(n)) lg € Sy}. 
第 一 步 . H'(k, Sn) = H (k, Autg(Ag)) = F (k, k) = { 所 有 维 数 为 n? 的 可 
BCH k RELAY k 同 构 类 J. a 


则 Sp(2n, k) = {a € SL(2n,k) | XJtX = J}. 
(2) G 的 类 型 是 GC 时 , 推出 9([G]) € H! (k, Autz(Sp(2n, k))). 
(3) Aut;(Sp(2n, k)) 是 等 于 Sp(2n, k) 的 内 自 同 构 群 . 
我 们 看 k 代数 Mr1(k), 可 以 定义 一 个 对 合 了 : XH IXIA, 


Aut;(Mn4i(k)) = {X => AXA | A € SL(n + 1, k)}. 


Autz(Mn+1 (F), I) = {g € Autz(Mnsi(k)) | gI = Ig}, 
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AJ- AJ € Z(Mn+(k)), BY A. I(A) € Z(Myii(k)), A- I(A) = al, a E k. 


(4) 从 MEN € H! (k, Autz(Sp(2n, k))) 可 推出 
0([G]) € H’ (k, Autz(Mn+1 (k), I)), 


用 O([G]) 扭转 (Ma), D, 得 4 J. 于 是 由 (MaF), I) 一 (hz, J), 及 由 
Sp(2n, k) C (Mn+1(k), I), 


H(k) = {a € Ag | aJ(a) = 1} € (Ag, J), 


得 到 Sp(2n, k) 一 H (k). 
(5) 结论 : G X Sp(2n,k) 的 情况 , 有 中 心 单 天 代数 4 及 4 的 第 一 种 对 合 I, 


(1) gq 十 非 退化 二 次 型 , 它 的 Witt 指标 最 大 , W Spin(g) 的 Dynkin 图 是 
Bn, Dn 型 的 而且 可 以 证 明 者 典型 群 的 类 型 是 Ba, Dn, Dn (n > 3) 时 , G 是 
C = SO(q) 的 二 次 覆盖 . 所 以 只 要 找 SO(q) H k Æ. 

(2) Autz(SO,(q)) & Autz(M,,(k), I), # X RE I(X) = at Xa, 这 里 a 
是 非 退 化 二 次 型 q 的 矩阵 . 

(3) 仿 前 一 段 的 方法 , 可 得 到 下 述 结论 : 

人 存在 中 心 单 上 代数 4 及 4 的 第 一 类 对 合 J, 使 

(i) Æ k E, (M,(k),D) S (A, J), 其 中 T(X) = atXa-!. a X q WHERE: 

(ii) G X G' (k) = {X € A4 | X- I(X) =1,(X) = 1} 的 二 次 覆盖 . 

综 上 所 述 , 得 到 Weil 定理 

定理 4.2.9 G Ak LAAR, G 是 绝对 殉 单 单 连通 的 , chark = 0, 则 

(1) GA Slay 时 : (i) APSE k RA A, 使 


G(k) = {X € Ag | X-I(X) =1,v(X) = 1}. 
(2) G A Spo, it: 有 中 心 单 五 代数 4 及 4 的 第 一 种 对 合 工 使 
G(k) = {X € Az | X-1(X) = 1}. 
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(3) G # Spin, (q) 时 : n > 6, q 是 非 退化 二 次 型 ，Witt 指标 为 [2], HMA 
a, 则 有 中 心 单 天 代数 4 及 4 的 第 一 种 对 合 J, 4È (i) Ak 上, (My, I) S (A, J), 
其 中 I(X) =a'Xa, 及 (ii G A 


G'(k) = {X € A| X-J(X) = 1,v(X) =} 


的 二 次 覆盖 . 


4.2.3 ”在 代数 数 域 上 的 典型 群 
当 为 代数 数 域 时 ， 上 一 段 的 Weil 定理 可 以 改进 为 


(ii) AŽ k RA A, 4 的 中 心 为 到 的 二 次 扩张 , 4 有 一 个 第 二 种 对 合 了 使 
G(k) = {X € Ag| X-1(X) =1,r(X) = 1}. 
(2) (i) A ARIEL HIRERE 9 使 
G =Sp,,(S)={X € Mm | X-I(X)=1}, (X) = S-HXS 


(ii) 有 大 上 的 4 元 数 代数 万 及 万 上 的 Hermite 型 hh 使 G = SU(h). 
(3) (i) G = Spin, (q), 或 
(ii) 有 下 上 的 4 元 数 代 数 及 D Lihet Hermite Æ h 1# G = Spin, (h). 


天 于 这 定理 的 证 明 我 们 作 以 下 的 补充 . 

AF (1)(ii): 我 们 知道 对 任意 正 整数 n, 及 上 的 二 次 扩张 必 存 在 单 大 代数 A 
使 dim, A = rm? 并 满足 (1)(ii) 中 的 条 件 . (参见 [24] 定理 10.22. ) 

关于 (2) 及 (3): 首先 , 如 果 单 代数 4 有 第 一 种 对 合 , WAS M,,(D), 其 
HDA kK aA k 上 的 可 除 四 元 代数 . (参见 [24] 定理 10.20. ) 

对 a, p E K*, 取 一 个 4 维 天 空间 Y RV 的 一 个 基 {1, X, Xo, X3}, H FR 
定义 乘法 ， 
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则 V 便 成 为 一 个 代数 , 称 为 四 元 代数 (quaternion algebra), IFLA (S£) 记 这 个 代 
数 . (事实 上 利用 类 域 论 可 以 证 明 四 元 代数 完全 局 部 决定 , 参看 [278].) 

4 A Mm(k) RIA 4 的 第 一 种 对 合 时 , MX E Mmlk) XX AAW 
a. 用 命题 4.2.7, 得 ae GL(m,k) 使 {a = ta RI(X) =a'Xa. 4 ta = —a 
时 m BA, G 便 是 Sp(a), 及 G 的 类 型 是 Cn (n= 2), 当 ia = a, G 便 是 由 a 所 
定义 的 二 次 型 g 的 特殊 正 交 群 SOl), 而 G 的 类 型 便 是 B (21 十 1 = m) XD, 
(2l = m). | 

= A = Mm(D), D 为 可 除 四 元 数 时 , 以 dg did D 的 标准 对 合 ， 则 
X = (x4) = X* = (Wii) 是 4 的 对 合 , 再 用 命题 4.2.7, 便 得 a E€ Mm(D)*, 使 
a* = +a K I(X) = aX*a™. a = *a 时 , Bla 定义 一 个 DD 上 的 Hermite 型 
h, 这 时 X - I(X) = 1, Ak X € U(h) = SU(h), 经 过 维 数 的 计算 便 知 G 的 类 型 
Æ Cn. 当 *g = 一 a 时 , 同样 可 知 G 的 类 型 是 Di 及 G = Spin(h), h 为 D 上 的 斜 
Hermite Æ, 详细 的 计算 我 们 留 给 读者 了 . 

我 国 在 典型 群 方面 有 出 色 的 工作 , 见 [8]. 在 实数 域 上 的 代数 群 是 李 群 ,关于 
PRA Ee HSE ETIE BRAR PIRR BR, SER. ASE. IFA 
TARAF. 

系统 的 介绍 代数 群 分 类 的 有 [381] 5 [383] 两 篇 文章 . 但 Tits 从 来 没有 发 表 系 
统 详细 的 证 明 . [317] 及 [318] 有 部 分 证 明 . 至 于 对 称 空间 理论 可 以 看 [164], [319] 
及 [269]. 另外 还 有 人 用 Jordan triple system 来 研究 对 称 空 间 , 可 参看 相关 文献 . 


4.3 算术 子 群 


已 给 定义 在 有 理 数 域 Q 上 的 代数 群 G. RA G NTH. mR 
AZT G 一 GL, 使 得 Nn GL,(Z) 是 及 G(Q). GL,(Z) 的 有 限 指数 子 群 , 即 
[r : r N GL,(Z)] < œ Al [G(Q). GL,(Z) :TN GL,(Z)| < co, 则 我 们 称 工 为 算 
A-F-# (arithmetic subgroup, W, [172]). 
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以 下 我 们 将 介绍 几 个 和 算术 子 群 有 关 的 概念 : 玉河 数 , ENR, ERIE, LK 
数 . 这 一 节 用 了 一 些 不 是 代数 的 概念 . 初学 的 读者 当 不 以 此 为 难 . 一 个 初学 的 人 常 
不 知 有 什么 可 以 学 . 希望 读者 把 在 本 书 见 到 的 未 学 过 的 东西 看 作 可 学 的 题目 , 多 找 
参考 文献 学 习 . 


4.3.1 EHH 


w k ERAAN ( 即 大 是 有 理 数 域 Q 的 有 限 Galois 扩张 ). Wvidk MAR 
T, Ak, wk Æ v 的 完满 化 . ky 的 整数 环 记 作 O, (HL [400] Chap. III §1). 

设 G 是 定义 在 及 上 的 连通 线性 代数 群 ( 即 是 说 G 的 有 理 函 数 环 是 大 代数; 关 
于 艇 的 定义 域 可 参看 : [398] 及 [268] Chap. 2 §4). 此 时 我 们 可 以 把 G 看 作 线 性 
群 GL, 的 子 群 . 这 样 G 便 成 为 仿 射 空 间 A" +1 的 闭 代数 子 集 . 

以 A 记 天 的 adele 环 ( 见 [398] IV). 群 G 的 adele 群 GA 是 指 An +l 内 满足 
定义 G 的 方程 的 点 所 组 成 的 群 ， 以 A 的 拓扑 定义 仿 射 空间 A +1 的 拓扑 为 直 积 
拓扑 . 在 GA ERA A’ + 所 诱导 的 拓扑 , 则 GA 为 局 部 紧 拓扑 群 (关于 拓扑 群 可 
以 看 [9]). 

因为 kk 是 A 的 离散 子 群 ([400] IV §2), 所 以 代数 群 G 的 有 有 理 点 所 组 成 的 
BEG, 是 G 的 adele 和 群 的 离散 子 群 . 

BWV AME k EK n 维 代数 簇 . 设 书 为 六 上 的 光滑 点 . WEVA PAF 
WERU 上 有 局 部 坐标 zl …… ,zn. XAF, V ER n 次 微分 形式 w HU 上 可 以 写 为 


w = f(x)dx 人 :A 人 dz 


其 中 f(z) 为 在 P 有 定义 的 V 的 有 理 函 数 . WES Ro, WER LEM, RIA w 
是 在 上 上 定义 的 ，  . 

加 到 连通 线性 代数 群 G. EFE AG: crear (ae G) 为 G 上 的 态 射 ,这 态 
HEHE G 上 的 微分 形式 w Aw. RG 的 维 数 是 n. 在 G 上 存在 定义 在 k 上 
的 、 在 所 有 左 平移 下 不 变 的 n 次 非 零 微分 形式 w. 除 上 内 的 常数 因子 外 , w 是 唯 
一 决定 的 . 

UG, W G 的 kh, AHA. 

我 们 把 f 与 成 系数 在 上 内, 并 以 t= zi 一 zi(P) 为 变 元 的 形式 帘 级 数 . 取 PP 
在 Gr, 内 的 邻 域 U 使 得 ps x (t tn) 定义 一 个 从 UV 到 k? 内 零点 的 一 个 
Aig U WAR, 并 且 以 上 由 f 所 给 出 的 虎 级 数 在 UV' 上 收敛 . €U 上 有 正 测度 
If (t)|.dty dt, (其 中 dt, ---dt, 是 指 积 测度 Ho X*+: X fy, 而 jw EER AM ky 
的 Haar 测度 ). Æ U 上 我 们 可 以 定义 测度 w, 如 下 : 对 有 紧 支 集 的 连续 函数 g, 设 


| 920= ,ge ah dt 
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利用 积分 的 Jacobi 变 元 公式 可 知 w, 扩张 为 Gy, 上 的 测度 . 

由 所 有 的 代数 群 同 态 G 一 Gm 所 组 成 的 群 记 为 G， 在 G 内 所 有 定义 在 
k 上 的 元 组 成 Gr. 存在 有 限 Galois 扩张 F/k 使 得 G = Gp. 以 Gal(F/k) 记 
扩张 F/k 的 Galois 群 , 则 G 是 Gal(F/k) 模 ， 群 Gal(F/k) 在 G 上 的 表示 的 
特征 记 作 xq. 这 个 表示 所 定义 的 Artin L 函数 ( 见 [226] Chap. 12 §2) 记 为 
L(s, XG)， 以 L,(s, xa) 记 这 个 L 函数 在 v HAT. 设 7 为 Gi 的 秩 , 以 pc W 
jms li(s — 1)" L(s, Xa). LA Ay WE k WAJIR. 在 GA ERATE 


Ww 
G} = {x € Ga | ||x(z)|| = 1 X} x € Ge}, 


则 Ga/GL 同 构 于 R. AUE GaG, 上 我 们 取 测 度 d(Ga/G4) 同 构 于 Rr 的 
测度 . 因为 大 是 A 的 离散 子 群 , 在 Gi 上 我 们 取 dG 为 离散 测度 . 这 样 由 


dGa = d(GA/GA)d(GA /Gr)dG: 


决定 出 CA /Gx 的 测度 d(G% /Gx). 我 们 定义 G 的 玉河 数 (Tamagawa number) 
为 


7(G) = J o, KCal) 


作为 最 简单 的 例子 , 我 们 有 T(Ga) = 1, T(Gm) = 1 (2 [400] V §4). 5 G Æ 
典型 群 时 ，Weil 作 了 很 多 计算 . 4G 是 单 连 半 单 时 ，Weil 猜想 r(G) = 1. BH 
we (429) 证 明了 当 G 是 拟 裂 (quasi-split) 时 ，Weil 的 猜想 是 对 的 . 在 这 个 基础 上 ， 
Kottwitz'0>l 完全 证 明了 Weil 的 猜想 . 这 两 个 证 明 都 是 用 自 守 形式 理论 . 

当 我 们 把 定义 域 换 为 其 他 域 时 , 没有 人 知道 怎样 证 明 Weil 的 猜想 . 比如 代数 
数 域 换 为 函数 域 F(t1,--- tr), THA F ERRER, 或 是 复数 域 时 , 这 便 是 个 很 
有 意义 的 问题 了 . 更 一 般 地 , 当 我 们 把 本 篇 中 常用 的 假设 : k 是 代数 封闭 域 取消 ， 
改换 为 其 他 的 域 , 如 以 上 的 (ti,… ,t,), 则 这 一 篇 的 那些 结果 是 否 仍 成 立 呢 ? 
Grothendieck 在 [147] 就 作 过 这 样 的 考虑 . 当 定 义 域 k 是 实数 域 时 , Gr 是 个 实 李 
群 ,于 是 便 有 李 群 的 丰富 性 质 ， 当 定义 域 k 是 局 部 紧 完 备 域 时 (如 p BK Q), 
Gr 便 有 类 似 Ge 的 性 质 , 这 时 有 Bruhat-Tits 所 开发 的 building 理论 ，Parshin 
正在 发 展 二 维 完备 域 上 的 building Hig. 

当 我 们 把 线性 代数 群 G 换 为 椭圆 曲线 或 Abel. fe, 亦 可 以 定义 玉河 数 . 要 
了 解 这 样 的 玉河 数 就 要 了 解 著 名 的 Birch-Swinnerton-Dyer 猜想 了 . 这 是 科 雷 研 
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APT (Clay Institute) 悬赏 百 万 美元 的 问题 ! 更 一 般 地 还 有 Bloch-Katot45] 关于 
Grothendieck motive 的 玉河 数 猜想 . 这 都 是 现在 算术 几何 的 中 心 问 题 . 

最 早 古 玉河 坦 夫 (Tamagawa Tsuneo) 与 Kneser 把 经 典 的 Minkowski-Siegel 
大 于 二 次 型 的 质量 公式 (Mass formula) 改 用 adele 的 语言 来 写 出 , 而 得 出 玉河 数 
这 个 概念 . 今日 人 们 推出 精确 质量 公式 (如 [342] 与 [343]). 与 此 密切 有 关 的 是 所 
衣 Siegel-Weil 公式 (如 [215] 及 [174]). 

玉河 数 的 计算 可 以 看 作 离 散 子 群 的 基本 区 的 体积 计算 . 关于 离散 子 群 可 
看 [393], [346], 及 两 本 著名 的 教科 书 [303] ( 讲 Weil 的 变形 理论 ) 和 [410] ( 讲 
Margulic 得 Fields 奖 的 工作 : 离散 子 群 的 Selberg 猜想 的 证 明 ). 但 是 请 注意 , E 
河 数 的 研究 并 不 单 是 计算 体积 的 问题 , 而 是 在 这 个 数 所 包含 的 算术 内 容 . 比如 前 面 
PREJ: 正 区 群 的 玉河 数 等 于 2 是 等 价 于 Minkowski-Siegel 的 二 次 型 质量 公式 . 
义 如 群 G 的 玉河 数 与 G 所 作用 的 齐 性 空间 的 整数 点 的 分 布 的 关系 . 更 一 般 的 , 如 
Bloch-Kato 猜想 . 正如 我 们 不 单 只 想 计 算 Riemann C 函数 在 整数 点 的 值 , 我 们 更 
想 知 道 这 些 值 的 算术 内 容 , 比如 与 代数 群 的 关系 (如 Lichtenbauml239] 猜想 ). 

与 玉 谭 数 有 密切 关系 的 是 代数 齐 性 空间 的 整数 点 的 个 数 的 渐 近 估 值 . 关于 这 
方面 可 参看 [58], [257] 及 [125]. 

关于 代数 群 还 有 好 些 算术 性 质 . 比 如 代数 群 的 上 同调 ( 见 Borovoils6] 等 关于 
endoscopy 的 工作 ) 又 如 R Str ( 见 [85] 及 [57]). R 等 价 是 Manin 在 他 的 关于 
二 次 方 杜 的 很 有 创见 的 书 [244] 中 引入 的 . 又 如 Waldschmidtl333] 关于 代数 群 的 


diophantine ®t. 最 近 Bhargava!**] 从 研究 代数 群 在 实 向 量 空间 的 整数 点 的 作用 
与 代数 数 域 的 理想 类 的 关系 而 引入 新 的 格 点 对 应 . 


KG 征 半 单 李 群 , 设 G 的 中 心 是 有 限 的 . 设 下 为 G 的 极 大 紧 子 群 。 则 
X= G/K 是 对 称 歼 曼 空间 . KX Æ Hermite Sl]. RT ÆG 的 算术 子 群 ， 
则 Baily-Borel WEH T \ X & C EWR. 然后 Shimural’*! 和 他 的 学 生 
Miyake!*°?! 和 Shih!°85! 证 明 当 G 是 典型 群 时 下 \ 尖 是 定义 在 一 个 代数 数 域 E E, 
业 且 决定 了 Galois 群 在 下 \ 关 的 特殊 点 的 作用 . 这 些 下 \ 关 便 是 我 们 所 谓 的 志 村 
ik (Shimura variety). 今日 我 们 一 般 是 用 以 下 的 Delignel361,91 的 定义 . 

我 们 引入 一 个 定义 在 及 上 的 代数 环 面 9 使 得 S(R) = Cx. RAR 有 理 表示 
h: S > GL(V), AF V JARE R HETH. 则 V Br C = Opgez V”, 其 中 


VPI = {v e V | h(z)v =z ?2 w, Vz € S(R)}. 


我 们 称 集合 {(p,q) € Z? | V 0} A (h, V) 的 型 号 (type). 
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我 们 假设 G 是 定义 在 Q 上 的 简约 代数 群 , 考虑 所 有 由 S 到 Gr 的 实 代 数 群 
同 态 . G(R) 以 共 轿 作用 在 这 些 同 态 上 , 设 X 是 这 些 同 态 的 一 个 G(R) HHX. 我 
(TERK (G, X) 满足 以 下 公理 : 

(1) HA h € X, 则 (h, Lie(Gr)) 的 形 号 是 {(-1, 1), (0,0), (1, 一 1)} (其 中 
Lie(GR) 是 GR 的 李 代 数 ). 

(2) h(V 一 1) 是 Gad 的 Cartan 对 合 (其 中 Ga 是 G 的 伴随 群 ). 

(3) Gd MEELIS H 4 h Æ H LBA A E LAAN. 


我 们 称 (Shxk(G, X))« X (G, X) 所 决定 的 志 村 簇 (Shimura variety) (Hi, [97]§2.1). 

从 这 个 定义 我 们 是 很 难 理解 这 种 结构 的 . Deligne 在 他 的 文章 中 也 没有 说 清 
Æ, 但 我 们 可 以 这 样 想 , 他 在 发 表 研究 Shimura 的 工作 [96] Griffiths 横 截 性 时 , IE 
在 研究 Hodge 结构 , 在 [134] 里 , Griffiths 透 过 很 多 例子 指出 Hermite 空间 是 代数 
镁 的 周期 的 模 空间 (period space). 他 还 发 现 了 一 组 紧 复 流 形 的 上 同调 必须 满足 
的 一 个 做 分 条 件 , 我 们 称 这 个 条 件 为 Griffths 横 截 性 (Griffiths transversality), 
他 称 此 为 无 穷 小 周期 关系 (infinitesimal period relation) ( 见 [95] 定理 3.6, [11] 
88.4.7). 现在 我 们 可 以 回 到 前 面 三 个 公理 .公理 (1) 是 等 价 于 Griffiths 横 截 性 ， 
而 公理 (2) 是 等 价 于 要 求 h 所 决定 的 Hodge 结构 是 可 以 极 化 的 (polarizable). 证 
AAW, [97] 命题 1.1.14. Deligne 把 他 关于 Hodge 理论 的 工作 发 表 为 他 的 博士 论 
X [98]. 公理 (3) 是 等 价 于 GAR) 没有 紧 因 子 , 而 这 个 条 件 是 来 自 算术 子 群 的 
定理 : 

定理 4.3.1(Borel 稠密 定理 ) 设 G 为 Q 上 半 单 群 ，G 没有 紧 因 子 , TA 
G(Q) 的 算术 子 群 . 则 工 为 G Zariski 稠密 子 群 

定理 4.3.2( 强 逼近 定理 ) 设 G 为 Q 上 单 连通 半 单 群 ，G 没有 紧 因 子 ， 则 
G(Q) 为 G(Ay) 的 稠密 子 群 . 

两 个 定理 的 证 明 请 参看 [301]. 要 了 解 志 村 簇 还 得 多 看 例子 . 最 基本 的 例子 是 
G = GLz. ÎR A Shimura 著名 的 教科 书 [344]. 这 本 书 的 结果 翻译 为 概 形 和 李 
群 的 无 穷 维 表 示 也 不 是 三 言 两 语 的 事 (也 许 看 看 [11] 和 [10] 有 点 帮助 ). 另 一 个 基 
本 的 例子 是 G 是 一 个 四 元 代数 的 可 道 元 群 , 这 是 Shimura 和 Langlands 第 用 的 
EF, 在 他 们 之 后 很 多 人 的 文章 里 也 出 现 过 ( 见 [96] 4.9, 4.13). 不 过 , 在 这 些 人 的 文 
草 中 过 上 技术 问题 时 也 是 “如 是 我 闻 ” 而 已 ,比如 说 : 某 个 模 消 子 是 可 表 的 , 他 们 
都 征 引 目 [259], 但 实际 上 Mumford 书 中 总 没有 一 个 他 们 所 说 的 定理 . 读者 只 好 
目 我 领会 或 求教 于 人 了 . 当然 , 在 明白 了 现 有 的 定理 后 就 可 以 开始 做 很 多 工作 , 而 
不 必 有 顾虑 这 些 定 理 的 详细 证 明 . 
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Langlands!°l 推广 了 经 典 的 复 乘 理论 , 提出 共 轿 志 村 簇 的 猜想 ， 并 从 此 推 
出 任 一 志 村 簇 必 有 规范 模 形 (canonical model). 这 个 猜想 由 Borovoi, Milne 和 
K-Y. Shih 证 出 (ta Michigan 大 学 的 J. Milne 的 网 页 的 多 份 笔记 ). 

关于 忘 村 簇 的 一 个 问题 是 计算 志 村 簇 的 CC 函数， 这 项 工作 是 由 Ihara, 
Shimura 开始 的 , 今 人 多 跟随 Langlandsl*54,[233] Carayol, Casselman, Gor- 
gon, Hales, Haines, Kottwitz, Laumon, Milne, Reimann, Rapoport, Rogawski, 
Zink 都 有 这 方面 的 文章 . 这 些 计 算是 和 特征 p > 0 的 Abel 簇 的 模 空间 的 结构 有 
R. 近年 Oort 和 有 翟 敬 立 在 这 方面 有 新 的 发 展 . 

太一 个 方 同 是 研究 志 村 簇 的 代数 链 的 周期 (periods of algebraic cycles). 这 
个 问题 是 与 微分 儿 何 (如 Griffiths 学 派 ), 代数 K 理论 (如 Bloch 及 其 随 人 ) 和 
日 守 形式 理论 (如 Shimura, Manin) 有 密切 关系 . POMBE: Hodge 猜想 . 
Be OAT ZL 100 万 美元 ( 见 http://www.claymath.org/millennium/). 沿 着 
Hodge 的 想法 , Tate' 提出 关于 代数 链 的 Tate 猜想 :代数 链 群 的 秩 等 于 工 A 
数 极 后 的 阶 ， 除 带 CM 的 Abel 簇 外 , 只 有 在 两 个 情形 下 证 明了 Tate 猜想 : FF 
wA E ([160]) 和 闭 志 村 面 ([220])， 至 于 计算 代数 链 的 周期 有 很 多 文章 ,可 以 
看 Yoshida, Tong-Wang!**4], Kudla-Rapoport!?!9, Jacquet 和 他 的 合作 人 的 文 
Be (178) 和 他 们 所 引 的 文献 . 

还 有 一 个 热门 的 方向 : 就 是 p 进 对 称 空间 与 p 进 自 守 形式 理论 . 这 是 由 
Drinfeld, Katz?’ 和 Serre?! 发 起 的 ， 有 三 本 新 书 讲 这 方面 的 工作 : [306], 
[131] 和 [165]. 近日 Kisin- 黎 景 辉 19 用 Berthelot-Raynaud 的 刚性 解析 几何 
({126]) 走出 为 一 条 路 . 至 于 这 些 工 作 和 Schneider-Teitelbaum 的 p 进 表示 理论 ， 
Breuil 的 p 进 Hodge 理论 和 Christol-Mebkhout 的 p 进 微分 方程 理论 的 关系 则 
尽 近 日 频频 会 议 的 话题 , 文章 还 有 待 出 现 呢 ! 


4.3.3 Hilbert 第 12 问题 


为 了 帮助 读者 了 解 上 一 小 节 关 于 志 村 簇 的 讨论 , 我 们 将 在 本 节 介 绍 Hilbert 
第 12 问题 , 并 且 更 深入 地 讲解 志 村 簇 . 尽管 以 下 材料 不 是 简单 看 看 就 能 弄 明 白 的 ， 
不 过 我 们 希望 这 能 成 为 一 个 开端 , 使 我 们 理解 是 什么 在 推动 代数 群 的 发 展 , 又 见 到 
KEE Res KAA AN KR, 实际 上 是 有 个 基本 的 中 心 的 . 
(la) Hilbert 第 12 问题 
w 了 是 代数 数 域 , 问 ， 怎样 刻 画 F 的 交换 扩张 ? 这 是 Hilbert 的 第 9 个 问题 . 
基本 上 已 知 这 一 问题 的 答案 是 类 域 论 (class field theory) 的 主要 内 容 , 其 中 心 定 
HE F 4.3.3 的 互 反 律 (reciprocity law). 讲 类 域 论 有 几 种 方法 : 1) 解析 方法 ， 
H L 函数 理论 见 Takagi (高 木 贞 治 ) 的 著名 教科 书 (HX) M Hasse 的 讲义 ( 德 
XC). 2) 用 群 论 : A Neukirch 的 书 . 3) 用 单 代数 : JL Deuring 的 代数 书 ( 德 文 ) 和 
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Chevalley, Weil 的 讲义 . 4) 用 Galois 上 同调 JL Artin, Tate 的 不 完全 讲义 ( 没 
有 第 一 章 的 0). 5) 用 Grothendieck 的 étale 上 同调 : JL Artin-Mazur 讲义 (没有 
ARHI). AWE: 市 面 流行 的 其 他 教 本 是 有 问题 的 ! 

定理 4.3.3 ”代数 数 域 的 交换 Artin L 函数 都 是 Hecke L HH. 

DF? 记 五 的 极 大 交换 扩张 , AX 记 五 的 乘 值 量 群 (idele group, 亦 记 为 Jr, 
EXILE = fa 3.1.7 T), Cr w FN (REE) 类 群 As/F*, Ch 记 Cr 的 单位 元 
的 连通 分 文 , 则 从 以 上 定理 4.3.3 可 以 推出 存在 同 构 


Cr/C. — Gal(F?°/F): s+ Isl, (4.1) 


其 中 Gal(F*/F) 是 扩张 F*>/F 的 Galois 群 . 根据 Galois 理论 , 利用 这 个 同 构 
就 可 以 找到 F 的 任 一 个 交换 扩张 E/F 的 Galois 群 , 也 可 以 说 是 找到 了 E. 不 过 
这 个 同 构 并 没有 给 出 E 的 明显 构造 方法 . 

当 F 是 有 理 数 数 域 Q 时 , 类 域 论 告诉 我 们 


Q! = Q(en(1)) vezx. 


这 就 是 说 Q 的 极 大 交换 扩张 是 由 1 的 N 次 根 en(1) = exp 22 所 生成 (ZX 是 指 
EHAR) 而 上 面 的 同 构 (4.1) 则 是 说 : 对 s € AG, 


en(1)! = en(s'). (4.2) 


请 注意 两 点 : (i) en (1) 只 不 过 是 指数 函数 的 特殊 值 ; (i) 以 上 的 (4.2) 是 一 个 明显 
PERIE. 

Hilbert 的 第 12 个 问题 可 以 表述 为 : 如果 把 Q 换 为 任意 的 代数 数 域 F, 可 否 
找到 一 些 解 析 函 数 了 使 在 某 些 点 的 值 生 成 玉 的 极 大 交换 扩张 F. 进一步 , 我 们 
要 求 有 像 (4.2) 的 明显 互 反 侍 (explicit reciprocity law). 

(Ib) WEAS 

Q 以 外 的 最 徐 单 代数 数 域 孢 是 二 次 扩张 , 4K 是 虚 二 次 扩张 时 ，Hilbert 的 
第 12 个 问题 早 在 20 世纪 初 由 Kronecker, Weber, Tagaki 及 Hasse 等 人 的 工作 
解决 了 . 这 时 我 们 用 椭圆 模 销 数 代 从 指数 水 数 . 

设 工 为 C 内 的 格 , 以 jL) 记 椭 圆 曲线 C/L 的 j 不 变量 , 以 ft, w(Z) (k= 
1,2,3) W Weber-Fricke 函数 (我 们 假充 A(L) #0 & (a,b) # (0,0) mod N). 
椭圆 曲线 的 n 阶 点 的 坐标 可 由 Weber-Fricke 函数 算出 . 对 z 在 上 半 复 平面 内 ， 
以 (2) 记 格 zZ x Z, 则 了 和 f*, wy 可 看 成 上 半 复 平面 上 的 函数 : j(z) = j((z))， 

xz5v(2z) = SEn (2). 这样 了 是 一 个 一 阶 的 模 函 数 而 fern EN 阶 的 模 函 数 . 
这 些 图 数 的 定义 如 下 : 
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1 
wEL\{0} 
1 
g3(L) = 140 S 6? 
wEL\{0} 
A(L) = g2(L) — 27g3(L), 
1 1 1 172893 (L) 
L = -5 t To |9 一 
plz L) = = a | =; Z) j(L) A(L) 
1 _ go(L)g3(L) (aw, + bw» 
ab N(L) — A(L) o( N L) ) 
2 _ g(L)* (aw, + bu» : 
faa n(L) = aay ( N 1) 9 
3 g3(L) AW, + bw» ° 
RanlD = Bo ( N 1) 
XT a = E ,| E€ SL(2, Z), z € C, Imz > 0, 我 们 设 
b 
a(z) = aid’ 
Wij 
j(a(z)) = 7(2) 
Ay 
a E€ T(N) = {a € SL(2,Z) | a = 1 mod N}, 
则 


abN(a(2)) = fap, (2) 


关于 这 些 模 函 数 和 模 形式 的 理论 可 以 看 [15] 及 [17]. | 

Mi F xe ie KG kK. AEF 内 的 一 个 分 式 理 想 a 可 以 把 a 看 成 C 内 的 
格 . 在 a 内 可 找到 一 个 基 {wi,w2} 使 z = wiwz! 在 上 半 复 平面 上 , 则 F = Q(z), 
f= Endo(C/a) ( 即 椭 圆 曲线 CJ/a U F XER (complex multiplication)). 利用 


-ey 
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及 注意 到 Z7 CI, 我 们 可 以 定义 一 个 单 同 态 
d - F* — GL(2, Q)+ 


使 z 为 gq(F*) 的 固定 点 (此 时 常 称 z 为 代数 环 面 qF) 所 决定 的 特殊 后 
(special point)). X} s € AZ, a(s) 可 以 写成 rt, Hr e GL(2,Q)1+, t € 
GL(2, F..)4 [] GL(2,Z,). Æt 写成 (too, tp), 这 样 则 存在 6 E M2(Z)NGL(2, Q)4 


t, = 6 mod N- M(2,Z,). 


设 go(a)gs(a) AO K 2k 是 椭圆 曲线 的 自 同 构 群 的 阶 . 则 由 类 域 论 可 推出 虚 

二 次 扩张 的 极 大 交换 扩张 F 是 由 模 函 数 7 和 Sien 的 特殊 值 所 生成 的 参 
见 [344]: 

F* = F(j(a), fe,w(a)),  a,bEZ,N EZX (4.3) 


1) 定义 在 上 半 复 平面 上 关于 SL(2) 的 同 余子 群 的 模 函数 ， 

2) 虚 二 钦 扩 张 F/Q; 

3) 由 五 的 理想 所 决定 在 上 半 复 平面 内 GL(2,Q)+ 的 子 群 的 不 动 把 ; 

4) MA ZAR EK H ESAM N WA. 

这 显然 只 是 一 个 一 维 的 情形 ,在 高 维 数 的 情形 ， 以 上 四 个 部 分 可 分 别 推广 
如 下 : 

1 ) 定义 在 有 界 对 称 域 H E, 关于 代数 群 G 的 算术 子 群 的 目 守 图 数 ; 

2!) 代数 数 域 ) 

3) G(Q) WARTE- H AN ABA: 

4’) KHIEN PEL 结构 , Hodge 结构 , Motif 结构 . 

以 上 的 公式 让 我 们 看 见 志 村 簇 的 一 个 基本 性 质 : 即 是 Galois 群 的 作用 . 

(Ic) GAR 

在 这 个 小 站 , BTR Te BE 


取 G(R) 的 一 个 极 大 紧 子 群 K. 

n iK Siegel 上 半 和 平面 H, 的 元 素 是 n x n BEM Z, 并 且 虚 部 Im 2 是 正定 
的 . 则 有 界 对 称 域 GY (R)/K 与 Hs 同 构 , 其 中 g = [F : Q] (F 的 次 数 ), 以 G(A) 
w G W adele X, Go © G(A) 的 有 限 部 分 , Go+ 记 G(A) 无 限 部 分 包含 单位 元 的 
连通 分 支 , 对 Go 的 任 一 个 开 紧 子 群 So, 我 们 考虑 G(A) HTF Goo, So. UZ 
记 由 这 些 G(A) 的 子 群 所 组 成 的 集合 . 

Shimura 证 明了 : (i) 对 每 一 个 S$ € Z, 存在 一 个 关于 U's = = GQ) N S 的 
AT PRB fs, 使 这 个 函数 诱导 出 一 个 双 正 则 同 构 H9/Ts PS Vs, 其 中 亿 是 
WRG i; (ii) 对 S,T c Z, 车 有 zx € Go :Go 使 zSz-! CT, WMAKRAA 


动 反对 . Shimura 证 明 存 出 代数 数 域 P' 这 P 是 由 有 限 个 全 实 域 的 虚 二 次 扩张 
所 合成 , MAX SEZ, 有 


(ili) P'(yps(z))/P' 是 交换 扩张 ; (iv) 存在 映射 e : PX 一 G, 使 对 u € AX, 
pr(z) = Jrs(e(u)™ )py(z), 


这 里 的 (iii) 是 相应 于 Ia 中 的 公式 (4.2), (iv) 可 以 看 成 明显 互 反 律 , 而 {Vs | Se 
Zy 就 是 志 村 簇 . 

(Ila) BFL 函数 

以 下 我 们 将 使 用 表示 论 的 语言 , 没有 学 过 的 读者 可 以 看 看 [10]. 

要 推广 Ia 的 定理 4.3.3, 可 以 先 看 怎样 推广 Hecke L 函数 . 设 y Cpr 的 特 
EPR, 则 Xx = (xp), 其 中 Xp 是 完备 域 F, 的 特征 标 . 车 r 生成 F, 的 素 理想 , 则 设 
X(p) = Xp(7). 这 样 Hecke A) L 函数 是 由 以 下 公式 定义 : 


L(s,x) = l[a — x(p)( Np) $). 
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其 中 s 是 复数 .以 OF 记 了 的 代数 整数 环 , WN, 是 指环 Op/p 的 阶 数 ,可 以 证 
HW: 当 Re s > 1 时 , L(s,x) 是 解析 函数 ; L(s, x) 可 以 延 拓 为 半 纯 函数 , 而 且 存 在 
图 数 els, x) 1% L(s, x) 满足 函数 方程 : 


L(sx) = e(s, x)L(1 — s, Xx ). 


显然 FX 只 不 过 是 最 简单 的 代数 群 GL(L F). 48 GL(1, F) 换 为 既 约 代数 
i, 则 相应 于 x 就 是 G 的 日 守 表 示 r. X GHI LE” G (又 称 associated group) 
的 有 限 维 表示 7, Langlands 用 Euler fie XS L Až Ls, r,r), 并 证 明了 当 Res 
EW AI, L(s, 7,7) 绝对 收 伊 . 同时 还 猜想 L(s, r,r) 可 以 延 拓 为 半 纯 函数 , 而 且 
存在 函数 e(s, 7,7) 使 


L(s, T, 1) = E(S, nT, 7)L(s, T, r), 


HOT eS TUR. 这 是 日 守 形 式 理 论 中 非常 重要 的 猜想 ! 

(IIb) 局 部 L 函数 

G 的 自 守 表示 7 Æ GA) 的 容许 表示 . t 可 以 写成 限制 张 量 积 Srp, 其 中 m, 
是 G(F,) 的 容许 表示 , 上 一 节 的 L(s, r,r) 是 局 部 工 RAA LS, np, ro) 的 积 , 其 中 
r= Qrp 本 下 讨论 这 些 局 部 的 区 函数 . 假设 五 是 局 部 域 . 
以 II(G(F)) 记 由 G(F) 的 不 可 约 容 许 表 示 (的 无 限 小 等 价 类 ) 所 组 成 的 集合 . 
us 


则 II(F) 是 交换 范畴 . Langlands 猜想 : 假如 可 以 用 Tannaka 对 偶 , WA C 上 
既 约 代数 群 Gu(F) 及 双 射 映射 I(GL(m, F)) 全 Rep(GHmr))n, 其 中 Rep(Gu(F))n 
是 指 Gur) 的 n 维 表示 的 等 价 类 所 组 成 的 集合 . 以 O(G(F)) 记 所 有 Gal F/F) 
上 的 容许 同 态 9 : Guo) 一 2G. Langlands 猜想 ， 存在 满 映射 Ie : I(G(F)) 一 
P(G(F)) EX y € B(G(F)), Ig (yp) 内 的 表示 为 工 不 可 辨别 . 这 时 , Fm 6 
Hg (p), WE L(s, r,r) A Artin L HR L(s,r oy). 

(IIc) L faz 

设 G 及 是 均 为 既 约 下 群 , G 为 拟 裂 群 (quasi-split), Ru: 4H ~-*GALA 
A. WW = On, Æ H(A) 的 不 可 约 容许 表示 ,元 = OT, 是 GA) 的 不 可 约 容许 表 
示 . 若 对 每 一 个 P, FE p E€ O(H(Fp)) fi mp € Ip (Y) K Tp E Ig (uo p), W 
wr HA T, ANA Ls, T, r) = L(s,7,rou). U A(G/F) id G(A) 的 所 有 不 可 
约 自 守 表 示 的 等 价 类 . Langlands 猜想 存在 一 个 映射 us: A(H/F) > A(G/F) 
AG n Ft A u,(7). 
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HUER A= {1},G=GL,. MWA n = 1 时 , 以 上 的 猜想 便 是 Ta 的 定理 
43.3. 当 n = 2 时, 这 个 猜想 是 与 Artin 猜想 等 价 . MK E/F AHR Galois 扩 
ik, HA F RH, G = ReH, 则 以 上 的 猜想 便 是 换 基 (Base change) 问题 . 又 
右 取 G = Glo, 刀 为 严 上 的 一 个 四 元 数 代数 的 可 逆 元 , 则 这 猜想 已 解决 . 

(Ma) Hasse-Weil 函数 

wd A> 1 的 整数 , X A Zd] 上 的 光滑 固有 概 形 (proper scheme). 对 素 
数 p1d, X Ep 的 4 函数 可 由 下 式 决定 : 


其 中 Fm ERRA p™ 个 元 的 域 . 除了 有 限 个 因子 外 , X 的 Hasse-Weil C 函数 


Z(s,X) ÆR [lpia Zs: X). 代数 几何 和 数论 的 工作 者 一 直 对 这 个 函数 很 有 兴 
趣 . 


对 任意 光滑 完备 簇 的 C 函数 , 我 们 所 知 很 少 ， 假 如 Vs 是 le 中 的 代数 入 
Langlands 猜想 Vs 的 5 函数 除了 有 限 个 因子 外 , 是 可 以 写成 Ia 中 的 工 函数 的 
RF. 

(Mb) Shimura BY ¢ 函数 

取 F,B,G 如 Ic, 并 设 = 1. KM LG 是 半 直 积 GL(2,C)9 x Gal(Q/Q). 
IFRI p: “G 一 QiC” 如 下 : p 在 GL(2,C)9 上 是 对 每 一 个 因子 的 标准 表示 , p 
在 Gal(Q/Q) 上 是 把 因子 排列 . Langlands 证 明了 以 下 的 

定理 4.3.4 除了 有 限 个 因子 外 ，Vs 的 HasseWeil C 函数 是 ILiL(s 一 
g/2,7,p)"™ FP r AGH AFAR, 整数 m(7) > O. 


证 明 分 三 部 分 , 首先 用 代数 几何 学 的 方法 (Grothendieck-Lefschetz 固定 点 定 
理 ) 算出 log Z(s, Va) 的 系数 ,再 用 Selberg WARE L(s — g/2,7, 0)， 最 后 利用 
局 部 抽送 积分 (及 Bruhat-Tits building 的 理论 ) 来 比较 两 边 的 结果 . 

(Mce) 标准 L AR 

现 取 G = GL(n), W *G = GL(n, C) x Gal(K/F), 其 中 K/F 为 一 个 足够 
大 的 Galois 扩张 . 设 pri 为 对 第 一 个 因子 的 投射 TG 一 GL(n,C), 7 为 GL(n) 的 
任 一 目 守 表示 ,， 则 称 Ia WA L 函数 L(s,7,pri) 为 标准 L 函数 ， FEV A 
L(s r). X TX L Rž, Ia 中 的 猜想 是 正确 的 . 

w G 征 既 约 代数 群 , 7 是 “G n 次 表示 (7 : TG 一 GL(n)). 车 有 工 同 
态 :2G 一 了 GL(n) 使 7 = pr, ou, 则 IIc Langlands 猜想 的 函 子 性 原理 
(principle of functoriality) 说 L(s, m,r) = L(s,u,(7)). 如 果 可 以 这 样 做 的 话 , 我 
们 可 以 利用 标准 L 函数 的 性 质 来 研究 自 守 工 函数 . 
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假如 者 名 的 Hodge 猜想 是 正确 的 话 ， 则 Grothendieck 的 motif 理论 告 
十 我 们 : 对 每 一 个 motive M, A L Rt L(s, M) ( 见 [451), 这 样 Ia 的 猜想 


(reciprocity principle) Wæ: L(s, M) 可 以 写成 几 个 目 守 厂 函数 的 积 . 
我 们 可 以 作 一 个 简 图 : 


HF L 函数 
好 anes 
g ‘Ta 
标准 L AA motivic L 图 数 
U U 
Hecke AŽ Artin L Až 
J © 


(IVa) 椭圆 曲线 的 《< 函数 


议 QQ 为 有 理 数 域 , 电 是 在 Q 上 定义 的 椭圆 曲线 . 则 有 满足 以 下 条 件 的 
Weierstrass 方程 定义 E: 


Y? + QTYy + azy 三 2 十 ao2 + Qa7 + ag, (4.4) 


所 要 来 的 条 件 如 下 : 
(i) 方程 (4.4) 中 的 系数 a; € Z (整数 ); 
(ii) 对 每 一 个 整数 p, 判别 式 


A=Al(ai,:… ,ag) = — (aî + 4a2)*[(at + 4a2)ag — aja3za4 + aza3 — ad| 
—8(a a3 + 2a4)° — 27 (a3 十 4a6) + 9(a4 + 4a2)(a1a3 + 2a4)(a3 + 4ag) 
(4.5) 
的 p 阶 为 最 小 . Mae Z, Wa RAN a Z/0Z 的 像 . 方程 
y? + ary + azy = z? + G27 + Asx + g (4.6) 


给 出 一 条 定义 在 Fp (= Z/pZ) 上 的 代数 曲线 , 以 Ep 表示 之 , 称 Ep A E MR pH 
约 化 (reduction mod p). 
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WR pt Ala,- ,a6) (p 不 能 除 尽 A), WE, 仍然 是 一 条 椭圆 曲线 ; 否则 五 ， 
一 条 只 PT 亏 格 为 零 的 代数 曲线 . 设 


称 NN 为 五 的 前 导 子 (conductor) (其 中 f, AR, N 的 定义 可 参考 [347] App C 
$16). N 征用 来 度量 五 的 坏 约 化 (bad reduction) 的 程度 . 
以 Ep(Fp) 表示 Ep H Fp 有 理 点 ,Ni(p) 表示 E, (Fp) 里 的 元 素 个 数 . 这 就 是 
说 ，Ni (D) 是 不 定 方程 (4.6) 在 F, 上 的 解 的 个 数 加 1; 也 可 以 说 成 ', Ni(p) 是 同 余 
方程 
y’ 十 Q1TY + Q3Y = ge + Aor" 十 a4Z +aş (mod p) 


的 解 的 个 数 加 1 集 {Ni (p) | p 为 素数 } 可 以 看 做 五 的 一 个 算术 数据 . 我 们 把 这 些 
数据 存储 在 一 个 解析 函数 里 ; E 的 Hasse-Weil ¢ 函数 是 


¢((E,s) = | | -oop + y(p)pt =), (4.7) 


p<co 


ay | = |az| = p’””, (4.8) 


由 此 容易 证 明 无 穷 乘 积 (4.7) 在 右 半 平面 Re(s) > 3 上 决定 一 个 解析 函数 . 现在 
我 们 可 以 写 下 Weil 在 1967 年 提出 的 
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A C(E, s) 的 Dirichlet 级 数 展开 . 定义 


及 
L(E, x, 8) = (mm N)’*(27) ~*T(s)¢(E, x, s), (4.10) 


则 LE, x, 8) 是 一 个 整 函 数 (其 中 工 (s) 是 经 典 的 工 函数 ), 在 C 的 垂直 带 上 有 界 ， 
而 且 满 下 以下 的 函数 方程 


其 中 g(x) = 2y-1X(Y)e"Y/" 为 高 斯 和 , w= £1. 
作为 以 上 猜想 的 一 个 实验 数据 , 我 们 介绍 一 个 例子 : 
te E HA FE 


yY +y =r — 2", 


所 定义 的 椭圆 曲线 , E 的 判别 式 是 一 11, E 的 前 导 子 是 11. AER ESAFE 
Fricke 曲线 E’ 同 产 (isogenous): 


y? = —44r? 十 56z2 — 202 + 1, 
因而 ¢(£,s) = 4(B',s). 为 一 方面 , 设 务 为 上 半 复 平面 ， 


这 样 根 据 模 形式 的 Hecke 理论 , 猜想 甲 在 x = 1 的 情形 下 成 立 . 

(IVb) 模 形 式 理论 

F. Klein YWL, 在 他 年 轻 的 时 候 (19 世纪 下 半 叶 ), 模 函 数 (modular func- 
tion) 理论 是 一 门 热 门 的 学 问 , 但 这 个 理论 被 遗 态 了 . 直至 最 近 由 于 Weil, Siegel, 


. 112 - 第 一 篇 线性 代数 群 


Langlands, Selberg, Shimura 等 人 的 工作 , 才 把 整个 局 面 完 全 反 转 过 来 , 引起 许 
多 有 为 的 数学 工作 者 的 兴趣 (如 Serre, Deligne, Drinfeld, Faltings, Lafforgue, 
Borcherds, Margulis 等 (都 得 过 Fields 奖 )), 而 介绍 模 形式 的 书 更 如 雨后春笋 . 
我 们 不 打算 全 面 介绍 模 形式 理论 , 而 只 是 简介 与 椭圆 曲线 有 关 的 内 容 . 
以 GL2 (R) 表示 如 下 之 群 : 


(a= E | E€ GL2(R) | deta -| 
c d 
GL; (R) 作用 在 上 半 复 平面 上 : 
a(z) = ae z€H,a € GLI (R) 
ord 
row) =} a= i , E€ SL2(Z) -=0modN| 
C 


定义 
(flka)(z) = (ad — be)? (cz + d)-* f(a(z)). 


一 个 在 To(N) ERA k 的 模 形 式 是 指 一 个 满足 以 下 条 件 定 义 在 上 的 函数 
f(z): 
ey =f, 对 所 有 y ETN) 


(f 还 要 满足 一 些 解析 条 件 ). 
因为 | Ll | E To(N), 以 上 条 件 说 明 f(z 十 1) = f(z). 于 是 有 Fourier 展 
开 : 


WR f 在 无 穷 远 点 取 值 0, 则 称 f ARH (cusp form), 此 时 ao = 0. 由 权 为 
k 的 尖 形 式 所 组 成 的 线性 空间 记 为 S,(Co(N)). 用 f 的 Fourier 系数 所 决定 的 
Dirichlet 级 数 X; ann? HA f HL 函数 牙 记 为 L(f,s). 在 尖 形 式 中 有 一 组 
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所 请 标准 原形 (normalized primitive form). 按 Hecke-Weil 的 定理 , 前 面 的 猜想 
用 是 和 以 下 的 猜想 乙 等 价 . 

”猜想 乙 : 设 马 为 一 定义 在 @ 上 , META N 的 椭圆 曲线 . CE, s) 
2 Ann~? Ñ E R C 函数. 则 函数 


征 So(To(N)) 内 的 一 个 标准 原形 , 而 且 
L(f,s) = L(E, s). 


利用 模 形 式 与 GL(2, A) 的 目 守 表示 的 关系 , 我 们 可 把 猜想 乙 改写 为 

mA: 设 互 为 一 定义 在 Q 上 的 椭圆 曲线 , 则 存在 一 个 GL(2, A) 的 尖 性 表 
不 T(E), 使 得 L(t(E),s — 5) = L(E, s). 

从 Langlands 纲领 的 观 后 来 看 这 个 等 价 是 很 自然 的 ， 从 椭圆 曲线 五 得 出 三 
的 上 同调 群 , 进而 决定 一 组 Galois # Gal(Q,/Q,) 的 二 维 表示 oy. 按 Langlands 
网 领 所 猜想 的 Langlands 对 应 则 从 {op} 应 得 出 自 守 表示 (五 ) . 

博时 然 是 这 样 说 , 但 实际 上 有 很 多 技术 上 的 问题 . 比如 给 出 一 组 GL(2,Q,) 
的 无 限 维 表示 Tp, 怎样 决定 On, 是 GL(2, A) 的 自 守 表示 了 呢 ? 现在 已 由 Wiles 及 
他 的 学 生 们 所 证 明 的 Shimura-Taniyama-Weil 猜想 ( 即 定义 在 Q 上 的 椭圆 曲线 
都 是 模 曲 线 ) 实际 上 就 是 猜想 丙 . 他 们 的 证 明 所 用 的 方法 便 是 以 下 一 篇 群 概 形 为 
基础 的 , 我 们 第 一 户 亦 到 此 为 止 . 


pom BE RW 


本 篇 所 讨论 的 是 这 样 的 结构 : 考虑 概 形 同 态 G 一 S, 其 中 G 市 有 和 群 结构 . 我 
们 称 G 为 S 群 概 形 . 这 种 结构 带 有 丰富 的 算术 内 容 . 我 们 将 分 别 讨论 两 个 重要 的 
情形 , 一 是 G 为 有 限 群 概 形 , 二 是 G A Abel HH. 

在 第 一 篇 我 们 讨论 了 域 k 上 的 线性 代数 群 G. 我 们 可 以 看 作为 研究 G 一 
Speck， 此 时 概 形 Speck 的 集合 只 是 一 点 .在 实际 应 用 的 情况 下 , 有 必要 考虑 一 
族 代数 群 {Gs}ses. 例如 当 我 们 研究 模 形式 时 便 是 如 此 . 这 时 直观 上 把 9 看 作 参 
数 空间 , 对 5 的 每 一 个 点 s 给 出 一 个 代数 群 G。. 我 们 还 可 以 要 求 S 有 代数 概 形 的 
结构 . 如 此 便 得 到 概 形 S 上 的 群 概 形 G 一 9 这 个 概念 ,这 并 不 是 一 个 人 简单 的 推 
广 . Ai Z 是 整数 环 ， S= SpecZ 时 , 对 于 不 同 的 点 p € S, Gp 的 特征 是 不 同 的 ! 
我 们 有 必要 使 用 Grothendieck 的 概 形 理论 , 这 是 不 能 避免 的 . 在 第 一 篇 我 们 只 是 
简单 的 介绍 代数 簇 的 基本 概念 进而 讨论 线性 代数 群 。 从 这 一 篇 开始 , 我 们 假定 读 
者 有 概 形 理论 的 基本 知识 . 

我 们 将 从 仿 射 群 概 形 开始 , 然后 把 群 概 形 看 作 一 个 函 子 (读者 可 参看 [11| 第 
一 章 ). 第 1 章 是 比较 难 的 一 章 , 我 们 将 应 用 Grothendieck 拓扑 理论 (至 景 知识 可 
参见 本 书 附录 ). 其 余 是 念 近代 数论 必要 的 知识 

概 形 的 学 习 在 我 国 还 不 是 十 分 普遍 . URRY SESW A RAIA. 我 们 
经 常 有 重复 , 对 高 能 力 的 读者 来 说 比较 累 歼 , 但 对 初学 的 人 肯定 有 好 处 . 


第 一 章 ”和 群 概 形 的 初等 性 质 


11 有 限 性 
在 未 开始 本 章 的 正题 之 前 , 我 们 先 说 明 儿 个 “有限 性 ”的 概念 , 以 免 日 后 混淆 . 


1.1.1 


局 的 有 限 性 


ma ,mn 的 R RERE m = 二 > rm (7i; ER, V1 <i<n). ARER R 
pin WAR “有 限 Rie”. XIN ATA “APR Z 模 ” 指 的 并 不 一 定 是 有 限 交 换 群 . 通 


T, 有 限 群 是 指 此 群 本 身 是 一 个 有 限 集 ! 因此 我 们 将 不 用 “有 限 RR 模 ” 这 个 容易 
WARNE, 而 是 用 有 限 生 成 尽 模 . 


EX 1.1.2 我 们 说 一 个 RRA BRA (finitely presented), 如果 存 在 
有 限 秩 的 自由 民 模 五 和 丰 以 及 正 合 序 列 


万 > 所 一 1 一 0. 


wG = Im p, 则 定义 1.1.2 中 的 正 合 序列 可 以 写 为 以 下 两 个 正 合 序列 


若 = 的 Rai, (ai) = m; (1<i <n), WW HKD", ras (r; € R, 
1 < i < n) 属 于 G( 视 为 KerY) SAM So rm = 0. 这 就 是 说 G 是 M 的 生 
成 元 mi,… ,mm 之 间 的 全 部 线性 关系 . 所 以 , M 是 有 限 展示 的 有 R 模 的 含义 是 : 
不 仪 M 是 有 限 生 成 的 , 而 且 生 成 元 之 间 的 有 R 线 性 关系 也 是 有 限 的 . 
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1.1.2 ” 有限 型 态 射 


定义 1.1.3 ”我 们 说 概 形态 射 上 : XY 在 点 xz € 到处 是 有 限 型 的 (finite 
type), RAE f(x) 的 仿 射 开 邻 域 和 2z HGRA ABR U, 使 得 f(U) CV 并 
E Ox(U) 是 有 限 型 Oy (V) 代数 ( 即 存在 有 限 多 个 变 元 T, ,Th UR Oy(V) 
代数 的 满 同 态 Oy (V)[Ti, +++ Ta] > Ox(U)). 称 f 是 局 部 有 限 型 的 (locally of 
finite type), wR f 在 所 有 的 XE X ARZA t (参见 [145], 1.3 节 ). 称 
概 形 态 射 f : 蕊 一 了 是 有 限 型 的 (finite type), 如 果 存 在 Y 的 仿 射 开 履 盖 
{Va}, 使 得 对 于 任 一 a, 存在 的 有 限 多 个 仿 射 开 子 概 形 UL, (Li < Na), 使 
得 f— (Va) =U", Ua, 并 且 Ox (Ua) 是 有 限 型 Oy (Va) 代数 (参见 [142] 6.3 节 ， 
145], 1.5 节 ). 


1.1.3 “” 拟 紧 态 射 和 有 限 展 示 态 射 


定义 1.1.4 我 们 说 概 形态 射 f: 对 一 5S 是 拟 紧 的 (quasi-compact), 如 果 
对 于 S 的 任 一 开 拟 紧 子 集 V, FV) 都 是 天 的 拟 紧 子 集 (参见 [145]1 (1.1.1)). 

f EUAN KADER PE: 对 于 S 的 任 一 仿 射 开 子 集 V, FV) Ba X 
的 有 限 多 个 仿 射 开 子 集 的 并 集 所 以 , Æ X 是 Noether 概 形 , WH X 2 S 的 浸入 


presented), 如 果 对 +X 的 任 一 点 £, 存在 x 的 仿 pase U = _ Spec B 以 及 f(x) 


“… ,T,|/a, 其 中 a 是 多 项 式 环 4[ 克 到] 的 有 限 
生成 理想 (参见 [145] (1.4.1)). 称 概 形态 射 f 为 有 限 展示 的 (finitely presented), 
wR f 是 局 部 有 限 展 示 的 , HE f 和 f 所 决定 的 对 角 态 射 人 和: X OX xgX: 
tt (x, x) 都 是 拟 紧 的 (参见 [145]1 (1.6.1)). 


容易 证 明 : 拟 紧 开 浸入 (open immersion) 必 是 有 限 展 示 的 . 


1.1.4 RSH 


EX 1.1.6 称 概 形 态 射 f : X—Y 是 拟 有 限 的 (quasi-finite), 如 果 f 是 有 
限 型 的 并 且 对 于 任 一 y EY, 纤维 fly) 是 有 限 集 (参见 [143] (6.2.3)). 

EX 1.1.7 称 概 形 态 射 f: X 一 Y RARA (finite), PRAAY 的 仿 射 
HRA {Ua}, 使 得 FHU) 都 是 X 的 仿 射 子 概 形 ， 并且 环 Cx fiUa) 是 有 
限 生成 Oy(U。) 模 (参见 [143] 86). 概 形态 射 f: X 一 了 称 为 局 部 有 限 自 由 的 
(locally finite free), 如 果 f 是 有 限 态 射 , FOLD Cx( f Ua) 是 有 限 生 
成 自由 Oy (Uy) 模 . 换 名 话说 , Ox 是 局 部 自由 有 限 秩 Oy AR. 此 时 , 对 于 vy € Usd, 
A[X :Y|ly) A Oy(Ua) È Cx( f1 (Ua)) t4 (0M X: VY AY LH HAH aS 
3k), RANAR BR [X : Y] AX AY LAW (order), 又 称 它 为 态 射 的 秩 (rank). 
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定义 1.1.8 Kf: 外 一 5 是 概 形态 射 . 我 们 说 了 是 平坦 的 (flat), 如 果 对 
于 任 一 ZE 六 芭 Ox, 是 平坦 的 Os p(x) HR (参见 [142] (0.6.7.1), [145] (2.1.1)). 
平坦 满 芒 射 称 为 忠实 平坦 的 (faithfully flat) (参见 [142] (0.6.7.8)). 


w S 为 局 部 Noether 概 形 . 由 于 有 限 展 示 模 是 平坦 的 当 且 仅 当 它 是 局 部 自由 
的 , PTO BA X > S 是 有 限 平 坦 的 当日 仅 当 COx 是 局 部 自由 有 限 秩 的 6。 Bi. 


命题 1.1.1 (1) 设 外 一 Y 一 5 为 概 形 态 射 , BPX 一 了 有 限 平坦 , 并 且 
除 [X : Y] 为 党 值 m > 0. WX 一 SARPE HHH Y  S 有 限 平坦 . 此 时 
AFAN [X : S] = [X :YI][Y : S]. 


(3) BRB AR X 一 S 是 有 限 平 坦 的 ,人 下 为 任 一 8 概 形 . 则 XX sT:T| >T 
是 有 限 平 坦 的 , 并 且 X xsT:T]=[|X: T]. 


1.2 9 和 群 概 形 


1.2.1 S 概 形 


回 定 一 个 概 形 S. 我 们 以 Geh/S id S 概 形 范畴 ,其 对 象 为 概 形态 射 X 一 9 
(RA 9 概 形 ), ATR X SEY 一 SEW Gch/S AMA (BRA S 态 射 ) 
征 指 概 形态 射 的 交换 图 


E X, T Æ S 概 形 则 称 SAT XW XT X 的 所 有 了 RAR 


定义 1.2.1 概 形 S 上 的 一 个 群 概 形 (group scheme) 是 指 一 个 概 形态 身 
T: G 一 6, 同时 具有 5S 态 射 几 : GxsG 一 G,Li: G 一 G,e :5 一 G, 满足 以 
下 人 条件 : 
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(1) 结合 律 . 即 下 面 的 图 交换 


当 我 们 说 到 S 群 概 形 G D S 具有 某 种 性 质 时 , 是 指 态 射 + 具有 该 性 质 . 例 
如 , 说 G 是 有 限 S 群 概 形 , 意 即 x 是 有 限 概 形态 射 

对 于 SRE G, 与 通常 一 样 , 如 果 有 S 概 形态 射 > G, WA GT) 记 
Homs(T, G), 并 称 G(T) 的 元 素 为 G 的 工 值 点 (T-valued point). 


1.2.3 5S 群 同 态 
定义 1.2.2 34 (G, u) Fe (C'u) Æ S 群 概 形 . wR SSi y: G 一 G 使 
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1.2.4 JL ian 


群 概 形 的 一 个 重要 的 例子 就 是 椭圆 曲线 . 它 在 高 维 情形 下 的 推广 是 Abel 概 
Æ. 力 外 一 类 重要 的 群 概 形 是 本 章 所 要 讨论 的 仿 射 群 概 形 . 

一 个 群 概 形 G 包含 了 若干 复杂 的 资料 . 研究 G 的 一 个 方法 是 把 G “线性 化 ”， 
即 从 G 出 友 构 造 出 一 些 线性 的 资料 ， 当 今 所 谓 的 “Dieudonné 理论 ”就 是 当 基 概 
形 的 特征 p > 0 时 这 种 方法 的 体现 之 一 . 虽然 我 们 不 能 在 本 书 中 详细 介绍 这 个 理 
w, 我 们 在 这 里 举 一 个 重要 的 例子 . 

”以 Zp W p 整数 环 . 引入 两 个 变 元 F (“Frobenius”) 和 V (“Verschiebung”). 
定义 Dieudonné # D = Z,|F, V] / (FV —p). 一 个 有 限 Honda 系统 是 指 一 个 侦 


A. Wiles 在 他 的 Fermat 大 定理 的 证 明 中 就 要 用 这 个 定理 . 


1.3 THN EERIE AL Hopf 代数 


从 现在 起 , 除非 有 特别 的 声明 , 我 们 所 说 的 环 都 是 指 有 乘法 单位 元 的 交换 环 ， 
环 同 态 都 是 指 把 单位 元 映 到 单位 元 的 同 态 . 
1.3.1 Hopf 代数 


EX 1.3.1 RRA. 一 个 已 代数 4 称 为 Hopf 代数 (Hopf algebra) 如 
RAE RRS 
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4 4 
| (i id) A Q A 
R - 4 


若 a Ee A, m(a) = b; 8c;, 则 第 二 、 三 图 交换 分 别 是 指 以 下 二 等 式 成 立 : 


a= > e(bi)cj, e(a) = > ,ilb;)e;. 


Bm 为 余 乘 法 (comultiplication), e 为 增 广 映 射 (augmentation map), i AA 
BRET (coinverse). e 的 核 称 为 A 的 增 广 理想 (augmentation ideal). @ R MAW 
作用 在 4 上 , 则 上 述 等 式 中 的 第 一 个 应 写 为 a = 》 bel), 第 二 个 等 式 类 似 地 
改变 . 

1.3.2 HRE 

设 (A,m,e,i) Æ R EK Hopf 代数 . 如 果 令 G = Spec A, S = Spec R, Wl 
由 m,e, i REN RAB u: GxgGoG,e: >G.: Go GMES 
群 概 形 定 义 中 所 要 求 的 交换 图 , 所 以 G 是 9 群 概 形 . 

定义 1.3.2 由 Hopf 代数 所 决定 的 群 概 形 称 为 仿 喘 群 概 形 (affine group 


scheme). Lit# HW R EW Hopf 代数 A 所 决定 的 S 群 概 形 称 为 RAH 
(R-group scheme). 


1.3.3 RAE 


设 (4,m,e,i) Æ R ER Hopf 代数 , GA RBM. 义 设 B 为 RAS, IW 
为 (x,y)m. 这 就 是 说 , WF a € A, 若 m(a) = Ya, @ ai, W 


(x - y)(a) = >》 2(a;)y(aj) 


13.4 ASTRAL 


设 J A R Hopf 代数 (A, m,e,7) 的 理想 . 如 果 J 满足 以 下 条 件 
(1) m(J) CJ@A+AOWI, 

(2) (J) CJ, 

(3) e(J) = 0, 
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则 A 的 Hopf 代数 结构 诱导 出 4A/J 的 Hopf 代数 结构 . 于 是 Spec(A/J) 是 G 的 
团子 群 概 形 (closed subgroup scheme). 可 以 这 样 地 理解 条 件 (1): 对 于 任意 的 
RRX B, £ x,y € G(B) 使 得 z(a) = 0 = y(a) (Ya € J), W (z- y)(a) = 0 
(Va € J). 


1.3.5 ”有限 平坦 R 群 概 形 


由 于 
CLB) 一 a (A,R) c vom R) = A*, 


现在 取 R 代数 B. 由 于 


所 以 


于 十 可 以 把 fe A Br B 看 作 G(B) 的 函数 , 即 对 于 ze G(B), f(x) = (x, f), 这 
个 (， | 的 含义 是 : 对 于 p € Homa(4, R) 和 ae A, (yp, a) 是 指 值 p(a). 


(Trf(x)) = f(zN), 


(2) KAE G(R), & T = ida- IT, HP DM: 4 一 4 为 右 平 移 ， 以 p Ve 
id E G(A) C A* Qr A Æ A* Qr A LHEREA, Ali AOLE AORA 
ERER, IA E A* 模 A* B®R A 的 自 同 构 的 等 式 
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证 明 (1) 利用 同 构 A* Qpr A S Endg(A) 兰 Endp(4*) 证 得 . 
(2) 在 (1) FR y = n, W r(id) = id-(A@ 1). 因为 n 是 环 同 态 , 所 以 7 是 
MES. 因此 , 对 于 ze 4*Q@R4, 有 


Tp(xz) 一 T(C.id) = T(x) .7Tlid) = T(x) -id - (A @1) = lpr(z). a 


命题 1.3.2 i& G=Spec(A) ARPER RR, GHA n = [G : 
R]. X BAE— R Rž, 则 对 于 任 一 入 EG(B), 有 和 "=1. 

证 明 左 A* 模 A* Qpr A x Endp(A*) Æ n AHi. 对 于 入 E G(B) C 
A* Qr A, 以 入 @1 右 乘 所 得 到 的 A* Or A 的 自 同 构 可 以 看 作 AI, € GL,(A*) (In 
为 n 阶 单位 矩阵 )， 由 于 G 是 交换 群 概 形 , 故 A* 是 交换 代数 , 因此 可 以 计算 行列 
A. 由 上 面 的 命题 知 An 可 以 写成 换 位 子 rorot, 所 以 它 的 行列 式 等 于 1. 为 
一 方面 , det(AL,) = 入 ,所 以 A" = 1. 这 对 于 入 EG(B) c Homer(A, R)r 8r B 
也 同样 成 立 . go 


1.3.6 ”任意 概 形 上 的 Hopf 数 


我 们 可 以 把 仿 射 概 形 的 基 由 RR ( 即 Spec R) 推广 为 任意 概 形 . 

固定 一 个 基 概 形 S. 则 S 上 的 仿 射 概 形 是 Spec, 其 中 of FE—-MURER Cs 
代数 层 (参见 [143] 1.3 节 ). 像 前 面 一 样 可 以 定义 Hopf Os 代数 , Rate Ue a h 
余 乘法 m : L — A Oe, Á, 余 单位 (co-unit) ( 亦 称 为 增 广 态 射 (augmentation 
morphism))e: A 一 Cs 以 及 余 逆 元 (co-inverse) (AKA MERAH (antipodal 
morphism))i: A 一 A (这 里 的 m,e F i IJE Cs 代数 同 态 ), 使 得 下 面 的 五 个 
图 交换 : 


Os Q0, A =~ A Bo A A I0, 63+ A D0, Á 
» | of 4. fe 
A — A A — A 
A Do. A ixid A Do. A 
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A Qe. A id Xi A So. A 


KPU: Os 一 A 是 oy 作为 Os 代数 的 结构 态 射 , p 是 oS 代数 的 乘积 . 
像 以 前 一 样 , 显然 G = Speco 是 S 群 概 形 . 


14 i 


1.4.1 


群 概 形 Mz 
设 AM 为 (GH) 有 限 交换 群 以 ZX 记 所 有 从 M 到 2 的 函数 组 成 的 环 . 对 于 


1.4.2 


wM A (抽象 ) 交换 群 (以 乘法 记 群 运算 ). M 在 整数 环 上 的 群 代数 记 为 
ZIM]. 以 D[M] id Spec Z[M], 则 对 于 任 一 概 形 亿 有 
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其 中 I(T, Op)" 是 T(T, Or) 的 可 逆 元 素 乘法 群 , Homee 是 指 概 形态 射 集合 ， 
Homa 指 代数 同 态 集合 , Home, 指 群 同 态 集合 . 容易 验证 在 下 面 的 同 态 下 DM] 
构成 必 上 的 群 概 形 : 


rrr, THOl, mz! (vreM). 


MKS 为 任意 概 形 . 作 DIM), 与 S 的 纤维 积 ( 亦 称 “ 换 基 ”) 
DIM|s —— D|M] 


|， 


S Spec Z 


得 到 S 上 的 群 概 形 . 此 时 DIM]s = Spec 65[M], 其 中 65[M] = Os 8z Z|M] (2 
见 [143] 1.3 节 ). D[M] 在 S 上 是 平坦 的 . DIM]s 一 S 是 光滑 (lisse) 态 射 的 充分 
必要 条 件 是 Vs E S, 不 存在 ze M 使 得 zx? = 1 (p 为 5 在 s 处 的 剩余 域 K(s) 的 
特征 ). DIM]s 一 S 是 有 限 (finite) 态 射 当 且 仅 当 M 是 有 限 群 (参见 |147jrr VII, 
Prop 2.1). 

D(M) 的 第 一 个 例子 是 刀 ( 乙 ). 因为 群 Z 的 运算 要 改写 为 乘法 , 所 以 ZIZ| Æ 
ZIT, T-), 其 中 工 是 变 元 . 我 们 以 Gp 记 D(M). FÆ Gm = SpecZ[T,T-]. 对 
于 任意 概 形 T, 有 


(ym (7) 一 Homai,(Z[T, T~ "I, I(T, OT)) 一 I(T, Ôr)". 


以 un © D(Z/nZ) (K Z/nZ 的 运算 写 为 乘法 ), 称 之 为 n 次 单位 根 群 .我 
们 有 | 


un(T) = Home: (Z/nZ, I(T, 6r)*) = {f € I(T, 6r) | f” = 1}. 


K Z(Z/nZ) 写成 2zj/(z — 1), WA Ung = Spec @s[z]/(x" — 1). 
当 M 是 有 限 群 时 , 利用 Z[M] = Homz(Z* , Z) 得 到 对 侦 


Mz(S) — Homereey/s(D(M)s, (Gm)s), 


其 中 Home-eni/s 表示 S 群 概 形态 射 集 合 (参见 [147|n, VII, Th. 1,2, 
Grothendieck 给 出 的 证 明 没 有 假定 M 是 有 限 的 !). 

设 Ga = SpecZ|. 对 于 任 一 概 形 S, AS 和 群 概 形 (Ca)s = Ga Xz S = 
Spec(@s[t]) (参见 [143] 1.3 节 ). 此 时 群 结构 由 以 下 公式 决定 : 


m(t)=t@1+1@t, elt)=0. 
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我 们 外 可 以 考虑 如 下 定义 的 群 函 子 : 
Ga : (Sch)? — 6r 
T —T(T, ôr), 
其 中 右边 取 环 的 加 法 群 结构 . 由 于 
Ga(T) = Hom(T, Ga) = Homage (Zit), (T, 67)) = T(T, Gr), 


改 知 Ga An RT, 并 且 可 以 取 Ga = SpecZ[t]. 这 样 又 得 到 和 群 概 形 G。. 
BME S 的 特征 为 p > 0 (Bl Cs EF, 代数 ). 任意 取 定 一 个 整数 m > 0. 对 
THE SBT, > 


(Qpn )s(T) = {x € I(T, Ôr) | g? 一 0}. 
Tj M. (apr )s = Spec(Gs[t]/t? ) Æ S 群 概 形 , 群 结构 由 以 下 同 态 决定 
m(t) =1@14+1@t, e(t) = 0. 


1.4.3 ”可 对 角 化 群 


定义 1.4.1 RS CHU, GS 群 概 形 . 如 果 存 在 交换 (抽象 ) 群 M, 使 得 
G4 D(M)s 同 构 , WAR G 为 可 对 角 化 群 (diagonalizable group). 

在 对 于 fpqc 拓扑 G 是 局 部 可 对 角 化 的 , 则 称 G 为 乘 性 群 (multiplicative 
group). QERB “局 部 可 对 角 化 ”的 含义 是 : 对 于 任意 的 se S, 存在 s 的 
FRR U 和 拟 紧 忠实 平坦 态 射 9' 一 U, 使 得 关于 S — U 一 5 换 基 所 得 到 的 
G xs S 为 可 对 角 化 S BF. 

WRG > SHRESH, Un 是 忠实 平坦 仿 射 态 射 (参见 [145]2 
Prop(2.7.1))， 并 且 对 于 任意 的 s € S, 存在 剩余 域 k(s) 的 扩 域 K， 使 得 
G Xs Spec(k) ÆR ALK k E. TE, 对 于 G 一 5S 是 乘 性 SH, GHA 
限 5 群 概 形 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 任意 的 se S, FETE TK k D k(s) MAR 
交换 群 M 以 及 kk 上 的 群 同 构 G xs Spec(k) > D(M),. 

WER k, 设 G = Spec A, A 是 有 限 生 成 代数 . 如 果 G 是 可 对 角 化 的 上 群 ， 
则 不 难看 出 G 同 构 于 有 限 个 Gm 和 jw, WER. 事实 上 , 我 们 可 以 设 4 = kiM]. 取 
A (作为 代数) 的 有 限 生成 元 集 , 将 此 有 限 集 的 每 个 元 素 写成 M 的 元 素 的 线性 组 
合 , 即 得 到 有 限 集 U CM, 使 得 U 生成 代数 kM]. 设 M 是 由 UU 生成 的 M 的 子 
EF, 则 显然 有 k[M'] = k[M], 所 以 M = M. 这 就 是 说 M 是 有 限 生 成 的 交换 群 . 
由 于 k[M1 @ M2] = k[M1]@k[M2], 所 以 只 要 考虑 M = ZAM =Z/nZ 的 情形 . 
Ai M = Z, 我 们 可 以 取 {en | n € Z} A kiz] 的 基 , 并 且 可 以 要 求 en .en = Oman. 
x = 61, 则 得 到 k&[Z] = k[zx,z-!] 和 Gm = Spec kfz, £71]. 4# M = Z/nZ, 则 取 
基 为 1 = e0,e1,… ,en-_1 = ef (e? = 1). 于 是 得 到 j, = Speck|Z/nZl. 
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由 4 得 到 的 R PME Spec A, 记 为 (GL,)R. 
设 BA (AR) RRS. U GL, (B) w B ER n xn 可 道 算 阵 乘法 群 . 则 有 
MU: 
Hom R 代 数 (A, B) 一 一 一 GL,,(B) 
fr f(xy). 
所 以 R 群 概 形 (GL, JR 的 B 后 集合 就 是 GL, (B)， 


k|£11, £12, nS ,mn 中 定义 余 乘 法 


M(Tij) = Tiy OB1+1® T; + 3 Tik B Tkj: 


i<k<j 


WU, 记 由 此 余 乘 法 定义 的 到 群 概 形 Spec A. 则 U (k) 可 以 看 作 k 上 nxn 上 三 
FFA TERE, 即 对 角 线 的 元 素 缘 为 1, 对 角 线 下 的 元 素 缘 为 0 的 矩阵 . 

命题 1.4.1 3 G = SpecAh 为 上 k 仿 射 群 概 形 ， 并 且 4 为 有 限 生 成 不 代 
x. 如果 G 同 构 于 U 的 某 个 闭 子 群 , 则 Hopf 代数 (Am) 内 存在 子 空间 
Co C Ci C C2 C++, RHC) = k, UC, = A AA MC) EC C, 8 Cir. 


WER i G 所 同 构 的 Un 的 财 子 群 来 目 Hopf 代数 A = B/I. 如 果 Hopf ft 
BAA RE aT ABN Sele] C,, WC, 在 A 中 的 像 亦 满足 同样 的 条 件 . 因 
此 只 需 对 于 U 证 明 本 命题 . 此 时 我 们 设 zij 的 权 为 7 — i, 则 单项 式 [r 的 
Me Y nayli- i. S 0 为 权 不 超过 1 的 单项 式 所 生成 的 子 空间 , 则 Co = k, 
UC, = A, CiC; C Ci+j- 我 们 现在 来 证 明 
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对 于 单项 式 中 所 含 的 变 元 个 数 作 归 纳 法 . E ry € Cu WER may) € 和 Ce@ 
Ci-+， 设 对 于 单项 式 P € Cn Qe C 我 们 所 要 证 明 的 结论 已 经 成 立 ， 则 
m(PQ) = m(P)m(Q) 属于 


tk EAH a. 我 们 称 k 群 概 形 G ÆA AR (unipotent group), 如 
RG nen 其 因子 群 同 构 于 (Ga) 即 G ATE G: (0 <i<n), 满足 条 
件 : G, Gn = {1}, Gip 是 Gi WERTE, HE Gi;/Giri S (G.), (参见 
A XVII 81). 我 们 称 S 群 概 形 G ARAR, MREILAABERAR, B, 
让 2 代数 封闭 域 , 则 在 Spec — G 下 的 拉 回 Go ARZE. 

wk Ain, G 为 交换 仿 射 有 限 型 FEE, 则 G 包含 一 个 极 大 乘 性 子 群 M, 
并 存在 交换 仿 射 属 么 有 群 概 形 和 正 合 序 列 


0 — M — G — U — 0 


(参见 [147] XVII, 7.2 +5). 


中 的 同 态 满足 eop = idr (其 中 p 为 4 作为 R 代 数 的 结构 同 态 ), 所 以 正 合 序列 


0 — I — A = R — 0 


分 裂 . 于 是 有 直 和 4 = RR.1@I. 因此 


AQGA=RO(IG1)4O(1QI1) G(1Ol). 
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通过 直接 计算 可 知 , NI fel, 有 
m(f)—-f®1—-1@f € Ker(e @ id) NKer(id ®e) =F@ANAQLI=H IO. 


由 此 可 见 了 决定 G 的 闭 子 群 概 形 Spec(A/I). 另 一 方面 , e: Am RR 对 应 于 单位 
态 射 ec: S 一 G, 而 Spec(4/1) Æ e KVR, 所 以 Spec(4/7) 是 G 的 单位 . 
w n 是 整数 . 我 们 利用 G = Spec A 的 群 的 乘法 来 定义 四 : 4 一 4 如 下 : 
WH fe, / 
(In]f)(z) = f(z"), x € GU). 


15.2 “” 环 的 特征 为 素数 的 情形 


引 理 1.5.1 设 G = SpecA 为 有 限 自由 RAMU. IHARA p 
pR=0. 则 增 广 理想 了 满足 条 件 [p] C P. 

证 明 设 U = (uj) An x nie, 其 中 wi; 为 独立 变量 . 取 B = 
Riwui;, 1/ det U]. 则 Spec B BN (GL, )R. 

HF G = Spec A JARAH RARE, 这 就 是 说 4 是 有 限 秩 的 日 由 R 模 ， 
设 呈 模 ARRE n, WARRE {fi fn}, Um w Hopf RAER. KH 


m( fj) = So fi ® Qij, Qij E A. 
定义 R NAA 


Uij —> Qij) (1 < 1,7 <n), 


则 ot EWES. 于 是 pi 决定 了 概 形 的 浸入 y: G 一 (GLn)R. 

WJ id (GL)R 的 增 广 理想 , WT A B 内 由 wi; 生成 的 理想 , 其 中 vy ASEM 
U — I, 的 分 量 , 即 vi = uy; 一 0i; (6i; 为 Kronecker #75). 

H UP = ([pj(wiy)) 以 及 pR = 0 得 到 


([p}(vi;)) = ([p] (wiz) — (i) = UP — In = (U — In)? = (vig )?- 
所 以 [pl J C J?. 于 是 我 们 有 交换 正 合 图 
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1.5.3 WRI 


设 A A Hopf RRM. WARM, 以 Der(A, M) 记 由 所 有 R ST 
(R-derivation) D : A 一 M 所 组 成 的 4 模 , OL, WH A AY RAD (R- 
differential) 所 组 成 的 AK. WAZ RFF dar: A 一 Qur 并 且 有 模 
同 构 : 


Hom 4(, 2, M)-> Derg(A, M) 


f — f odayr. 


此 时 由 于 4 是 Hopf RR 代数 , 我 们 可 以 用 增 广 理想 工 来 计算 RY yp 
命题 1.5.2 设 A 为 Hopf 尺 代 数 ,mm 为 4 的 余 乘 法 ,了 为 4 的 增 广 理想 . 令 


T: A=R.1+I — I/I? 
r1 十 Q Fa 十 万， 


Am Yo ((Aor)Q&id)om. 


证 阴 我 们 先 作 一 些 背 景 计算 
第 一 步 . 设 BA RRS, NABH, C=BON. 定义 C 中 的 乘法 为 


(b,n)(b', n) = (bb, bn’ + b'n), 
则 C 构成 B 代数 . 设 4 为 RR, WAXES 
Homa(A,C) — Homa(A, B) x Homz(A, N) 
®+— (y, D), 


HPpADSCHB ELWRHNEREA, D © Derg(A,N,) (No RAN 在 
p: A> B 下 构成 的 4 模 ). 

第 二 步 . 现在 进一步 设 A 是 Hopf RRM. 通过 计算 可 知 : 由 4 所 决定 的 
HomR(4, C) 的 群 运算 为 


(2, DIY D’) = (pp, De +Do)， 
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其 中 pp 的 含义 为 : 47a € A, ma) = 97d; @c;, W (py)(a) = 2 elb )p (c), 
D; 是 下 述 三 个 映射 的 复合 : 


则 7 诱导 出 和 群 同 态 
ją : Homg(A, C) — Homp(A, B) 
(p, D) +> ¢. 
LL H w Kerj,. 由 于 图 


中 的 同 态 满 足 7o = idg (#Ħ ı X B >C = BƏN: b 一 (2 0))， 所 以 有 半 
Hn: 
Hom ,(A, C) = Hx Hom p(A, B). 


我 们 把 Hom(A,B) 的 元 素 2 看 作 Hom(A,C) 的 元 素 (y,0). 注意 到 和 群 


Hom(A,B) 的 单位 元 为 es = foe: A> ROB (e Bi RH, f ÆR 
代数 B 的 结构 同 态 ), B H = { (eg, D) | D € Derg(A, Nee) 容易 验证 


是 群 同 构 . 为 一 方面 ， 对 于 PE Homa(4, B), 由 (9, 0)(es, D) 一 (9, D,) 知 陪 集 
H(,0) = {(p, Dy) | Dy € Derr(A, No}. 于 是 有 双 射 
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谤 导出 同 构 
Derr(A, Ng) = Homp(J/J*, N). 


事实 上 , 对 于 DD e DerR(4, Ng), a,b € J = Kerb, 有 D(ab) = B(a)D(b) + 
6(b)D(a) = 0, & D(J?) = {0}. FLL D EXT RRM J/J? > N. 反 过 来 
#7 NE Homa (J/7 me mM 入 oT E ee Na). 这 就 证 明了 我 们 的 断言 . 


在 此 同 构 下 A € Homa(I/I?, M) RX Y o ((à o T) @id) = m. 这 就 证 明了 结论 
(1). HAH y o (å @id) 给 出 双 射 


Homa(I/I’, M) — Hom,((I/I*) 8r A, M), 


并 且 RAI Or 代表 函 子 M +> Derr(A, M), 所 以 结论 (2) RL. 结论 (3) 
十 结论 (2) 的 直接 推论 . 口 

我 们 继续 使 用 命题 1.5.2 的 证 明 中 的 记号 . 设 D € Derg(A, A), pw e 
Hom,(A, B), 则 po D € Derr(A, Bo). 根据 命题 1.5.2, 有 

命题 1.5.3 设 4 为 Hopf R KR, 对 于 DE Derp(A, A), 以 下 五 个 条 件 
等 价 : 

(1) 对 于 任意 的 RAZ B ABAE A p, y € Home(A, BY, 有 (pw:ww)oD = 
(po D)y GIE y -p 2H Hopf 代数 A 所 决定 的 群 Homa(A, B) 中 的 乘法 ); 


(4) TTS RRR B ARAE t y € Homa(A, B), w% D=yo((Ao 
T) @id) om, A € Hom(I/I?, A), X) Aor =e, o D: 

(5) 对 于 任意 的 RARA BUA wv € Homg(A, B), #R D =wo((Xo 
7) @id)om,rA: I/P HARRAH, MXAI/I?) R-1CA=R-141. 

定义 1.5.1 满足 命题 1.5.3 的 D 称 为 4 的 右 不 变 导 子 (right invariant 


derivation). 
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1.5.4 it EA Hopf 代数 


wR NR k, 4 为 有 限 Hopf k 代数 ,了 为 4 的 增 广 理想 . 则 A/T S k, I/P Æ 
有 限 维 向 量 空间 . 取 了 的 元 素 zi, …… ,zy 使 得 它们 在 IEP 内 的 像 {T1 Tr} 
Ñ k 同 量 空间 Yr 的 基 . 

@n:A=R-14131/P 如 前 . 对 于 ?= 1,… ,7, 定义 映射 


考虑 导 子 Pi =o ((Xior)@id) om. HEM, Æa c A, m(a) = } bj Q cj, I 
D(a) = d (Ai (bj) ej. Te 


eD;(a) = 》 (Mr(o))elo)= Ait (J (5)e(o)) = Arm (), 
即 有 eD,(z;) = dij, 或 者 说 Dil) = di; (mod J). 
任何 导 子 D 都 满足 条 件 D(ab) = D(a)b + aD(b), 所 以 DUOm) c Im-!. 这 
样 , 在 分 次 环 


切 锥 . G fe E 正则 的 充 要 条 件 是 此 切 锥 等 于 G 在 E 的 切 空间 ， 


15.5 与 多 项 式 环 的 关系 


w k ÆR, ANAR Hopf k 代数 ,了 为 A 的 增 广 理想 , FH; 同上 . AX , X, 
为 独立 变量 . LL kLX] 记 %[ 关 1,… Xr] 定义 上 代数 同 态 


证 明 者 8 的 特征 为 0, 令 J = Key: 若 太 的 特征 为 p > 0, 令 JJ= 
p~ (T, , a"). WTA RX] 的 齐 次 理想 H J AX], SJ CJ. 

B P = E Cmm, XI X™ E J, Ii (G2-)™ - (mr PeJ. 由 于 J 
FETT RER, 所 以 J 含有 此 多 项 式 的 0 次 项 


O m D m 
a r . 。。 一 l...m_! 
(ax) ora ) P) (0, , 0) mı: Mr Cry mr 


现在 设 的 特征 为 0, 则 所 有 的 m! mx! 都 不 等 于 0, 于 是 Cmm, EJ. 
但 是 1& J, 所 以 cn mw = 0. 这 说 明 J = 0. Bl 9 是 同 构 . 

现在 考虑 的 特征 > 0 的 情形 ， 此 时 只 有 当 m; <pNm,! #0. 所 

“4 m, Le on) 时 同样 可 得 Cmm, = 0. 但 是 此 时 JAS 


H w. 由 于 A 是 有 限 维 局 部 有 代数 ， 
故 4 Æ Artin H, ,所 以 I we ae SEA. 于 是 gry(4) EAA RRR (By: 

k|X| 一 gri(4) 是 同 构 ， 所 以 kX] 是 有 限 维尼 代数 ,而 这 只 能 当 7 = 0 时 
才 成 立 ， 于 是 了 上 = 2?.， 因 为 了 帘 零 ， 故 存在 正 整 数 n 使 得 I" = 0， 于 是 
Ir CT" . I = I2. P CI == 0. 归纳 下 去 即 得 了 = 0. LI 


1.6 Cartier XH% 


1.6.1 对偶 群 


设 R HIR, G = Spec A 为 交换 有 限 平坦 RRK. 令 At = Homa (4, R), 
则 Hopf RR 代数 4 的 余 乘法 决定 A 的 乘法 .因为 G 是 交换 的 , 所 以 AX 是 交 
HTK, 

代数 4 的 乘法 决定 A 的 余 乘 法 , RR 代数 A HAA R> A (rr 1a) 
给 出 A* 的 余 单位 ， 4 的 余 逆 的 对 偶 就 是 4* 的 余 逆 . 这 样 4* 就 成 为 一 个 Hopf 代 
数 . 于 是 可 以 定义 交换 REE G* = Spec(A*). 
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定义 1.6.1 称 上 述 的 G* 为 G Cartier 对 偶 群 (Cartier dual group). 


固定 基 概 形 S. te G = Spex 是 9 和 群 概 形 , 即 Xo 是 Hopf Os 代数 . SH 
G 的 乘法 u: G x G — G, 单位 元 2 : S 一 G, M1: G 一 G 相 对 应 的 是 AL 
的 Hopf 代数 运算 是 : RH mM: GH AOA, 余 单 位 e : A — COs, 余 逆 元 
i: A 一 A. 我 们 假设 G = Spec A 是 交换 群 , 这 就 等 价 于 oY 是 “ 余 交 换 ” 的 , 即 
Ew oom =m, HA o ÆRMER ola @ b) =b@a. 

我 们 增加 假设 oS 作为 Gs 模 是 局 部 目 由 有 限 秩 Os 模 . 引入 


A" — Home, alL, Os). 


则 有 目 然 同 态 of 一 (o*)* Al A Qe, B* 一 (A Ie, AY 为 同 构 . 
利用 .fs 的 Hopf 代数 结构 引入 


Daw 1D" Q0, L* — (A Io, A) > of", 
WW pa. 和 e* : Os 一 A* TE A* 上 决定 (交换 ) Os 代数 结构 , 并 且 利用 
Ma: L* + (A 90, A — DB" I0, gr 
Cg: A” “ Os, 
ign A -一 .Gy 


便 得 知 Ma, Coss, lar 决定 Hopf Cs 代数 S*. 留意 当 我 们 说 m, e 是 Os 代数 同 
态 时 , 意味 看 m, e 把 Os 代数 的 乘法 单位 元 映 为 单位 元 , 亦 即 要 求 下 图 克 换 


Os BOs 238A “=> (A OA)Y (YA YY) 


| 


(A IAI LO BK) 
i [zer 
Os -一 好 m A D A 
| _ | | 
Os - Os Os ® Os 


其 中 T(Qy ©) a2 & a3 Q Q4) = A, © a3 Y a2 & ag. P E Á 作为 代数 的 乘法 ， Ute DH 
作为 Gs KRENZ. WRB PAY of 换 成 zfY* 并 将 第 头 及 问 , 便 知 
同样 条 件 在 YY* 中 成 立 . 
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我 们 知道 : 概 形 态 射 Spec x 一 S (假设 5S 是 局 部 Noether 概 形 ) 是 有 限 平 
坦 的 当 且 仅 当 o 是 局 部 自由 有 限 秩 Os 模 . 所 以 我 们 从 交换 有 限 平坦 仿 射 群 概 
É Spec y ti x, 得 到 的 Spec xy* 也 是 交换 有 限 平坦 仿 射 群 概 形 . Spec cz* RA 
Spec. 的 Cartier 对 偶 (Cartier dual). 


1.6.2 特征 标 群 概 形 


RGA 9 HMB. 我们 称 9 群 概 形 同 态 x : G 一 (Gm)s X G 的 特征 标 
(character). G 的 特征 标 组 成 (Gm)s 的 G A Home. s(G, (Gm)s) = Gm(G) 的 


如 果 S = SpecR, G = Spec 4, 按照 同 态 的 要 求 ，G 的 特征 标 对 应 于 
同 态 R 一 A， 于 是 x 决定 了 4 的 一 个 满足 下 述 条 件 的 可 逆 元 £: m(z) = 
(x @1)\1@27)=2@z. , 


7§ FS PRI 
Gch/S 一 一 Ab 
[+> Home,/r(Gr, (Gm )T). 


如 未 和 存在 交换 S 群 概 形 CO 表示 这 个 函 子 , 则 称 G 为 G 的 特征 标 群 概 形 (charac- 
ter group scheme). 4 G’ 为 G 的 特征 标 群 概 形 , 则 有 同 态 


G (T) => Homewr (Gr, (Gy )r) 一 一 一 Home,.(G(T), Gr (T)), 


由 此 得 到 配对 G(T) x G(T) 一 Gn(T). 它 定义 了 一 个 函 子 G' x G > Gh. 
BRA RRM A 使 得 G = Spec A 为 交换 有 限 平坦 有 R 群 概 形 . 像 以 前 一 样 ， 
令 A* = Hompe (A, R), 则 G* = Spec A* 是 交换 有 限 平坦 群 概 形 , G* 是 G 的 


Cartier XJ. 由 于 对 偶 Hopf 代数 的 构 作 与 换 基 可 交换 ， 即 对 于 任 一 代数 B, 
有 


Hom px (A, R) 8r B = Hompæ(A Qpr B, B), 
所 以 G(B) ST B Hopf XX A% := A* On B ARERI m(x) = r Qx HA 
元 所 组 成 的 群 . 这 就 是 说 G 表示 函 子 
B Homew/p(GB, (Gm )B). 


也 就 是 说 G 是 G* 的 特征 标 REE. 同样 可 见 G* 是 G 的 特征 标 REE. 由 
B 线性 配对 
Ap X Ap 一 一 B 


得 到 Cartier 配对 
G(B) x G*(B) — G,(B) = 
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作为 一 个 练习 , 我 们 把 以 上 的 讨论 推广 到 概 形 S 上 . 

设 G 为 交换 有 限 平坦 9 群 概 形 . 把 G 写 为 Spec Oo, 其 中 Ge 为 局 部 自由 

Os 代数 . 令 / 
Oc = Home (Ge, Gs), 


则 Ce 是 Os TR, H G* = Spec OG 是 交换 有 限 平坦 9 群 概 形 . G* ce G 的 Cartier 
对 偶 , 并 且 (G*)* = G. Ib, 从 “ 层 -Homw” WARKA, 由 


Homs(A,B)(T) = Homr(A xg T,B xg T) 


可 见 
G* = KH omer/s(G, Gm), 


G* 是 G 的 特征 标 群 概 形 . 即 是 说 : 对 任意 的 全 E Geh/S, 我 们 有 
Homewr(G XS I, Gm XS T) = Homs(T, G*). 


此 公式 又 称 作 Cartier FERRAR. 

像 上 面 一 样 我 们 可 以 定义 Cartier 配对 G xG* 一 Gm WF: RS WB 
m {U} 使 得 局 部 自由 层 OG 在 每 一 个 开 集 U 上 的 限制 都 同 构 于 (Oslu). 2 
el ,en 为 Ôglu 的 Os\u 基 ， E1)……… ,© 为 Oc|v 中 的 对 偶 基 . 我 们 把 Gm 看 作 
Spec(@s[X, XH). 这 样 , 根据 对 偶 的 定义 即 知 Cartier 配对 由 以 下 的 映射 决定 : 


O3(X,X~ "ly 一 Ocg\u pol Oalv, 


一 x 
=l 


注意 : 在 同 构 OG OW ps OG 一 KH ome, (Ge, Oc) 下 >) 6i Q e; BRAY Os 模 的 恒 等 
映射 GG 一 OG (因为 映射 (*) 与 ei 的 选择 无 关 ). 


1.6.3 ”例子 


(1) 设 M 为 (抽象 ) 有 限 交 换 群 , ZM 为 从 M 到 的 函数 组 成 的 环 , Z[M] 为 
M 的 群 代 数 . 常 值 群 概 形 M 是 Spec22. 对 角 群 概 形 D(M) 是 SpecZ|M]. 由 
于 有 同 构 ZIM] = Homge(Z™, Z), 所 以 常 值 群 概 形 M 的 Cartier 对 侦 是 对 角 群 
概 形 D(M). 利用 换 基 即 知 : 对 于 任 一 概 形 S, Ms 的 Cartier 对 个 古 对 角 群 概 形 
D(M)s. 
(2) BN 为 正 整 数 ，N 次 单位 根 群 概 形 UN 是 D(Z/NZ). BEERA (1) 
Al: 对 于 任 一 概 形 S, 常 值 群 概 形 (Z/NZ)g 的 Cartier 对 侦 是 (UN)5. 
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(3) 在 例 (2) 中 假设 Os 的 特征 为 p > 0, N = p, 我 们 来 计算 Cartier 配对 . 
任 一 函数 f: Z/pZ 一 Z 等 同 于 一 组 整数 (f(0), f(1),… , f(p —1)). 因此 可 以 
把 f AE (0)X? 十 (1)X! 十 … 十 f(p 一 1)X?-! (X 是 变 元 ). 于 是 


RIDGE Z 的 加 法 运算 改写 为 乘法 , 即 把 群 代数 ZIZ) 写 为 ZIT, T] (T 为 变 元 ). 
这 样 就 有 


(Up) s = Spec @s[Y]/(Y? 一 1). 


X + 2)7, - 因为 Z/pZ YES p, ,所 以 DL exp” (7) = = id. WY = exp (fi). 
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RAC ANA FOSEAGAE. 我 们 称 OC 内 的 交换 图 


P 一 G 
| |e 
F P E 


为 与 4 的 纤维 积 (fibre product), MRITH-An H 一 E, 都 有 双 射 


Homg(H, P) — Hom,(H, F) x Homg(H, G) 
h — (pih, poh). 


p 5 q 的 纤维 积 记 为 xpG 或 F x,,G. 

在 本 节 中 我 们 固定 一 个 素数 p. 以 p 个 元 素 的 有 限 域 F, WR Speck, 为 基 
概 形 的 概 形 范畴 记 为 Geb/F, . 在 Gch/F, PHBE S 的 结构 态 射 S 一 SpecF, 
与 环 同 态 下 , 一 工 9, 6s) 是 等 同 的 . 这 样 的 S 称 为 特征 p 的 概 形 . 

设 9 为 特征 p 的 概 形 ( 即 是 说 Cs EF, 代数 )， 定 义 概 形态 射 f = f(S) : 
9 一 9 如 下 : WFseS, S /Fls) = s; 对 于 9 的 开 子 集 U, SAAT, 65) 一 
I(U, Gs) fix RRA xP. 称 上 为 绝对 Frobenius (absolute Frobenius). 

wq: X > SA h/F, 的 任 一 态 射 U XPS) 记 纤 维 积 S xjg X, A 
n(X/S) id po: XPS) — X. 于 是 由 交换 图 


x f(X) x 
| |. 
G f(S) G 


得 到 S 态 射 F(X/S): X 一 XX?/5) 使 得 f(X) = T(X/S) o F(X/S) ( 见 下 图 )， 


称 F(X/S) 为 相对 Frobenius (relative Frobenius), 义 称 为 几何 Frobenius 
(geometric Frobenius), 而 7(X/S) 称 为 算术 Frobenius (arithmetic Frobe- 


nius). 
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我 们 先 讨 论 以 上 构造 过 程 的 函 子 性 质 (functoriality). 
首先 我 介 ] 指 出 KT Ps - 


X = X?/S) 是 通过 用 绝对 Frobenius f : S — S $ 


这 就 是 说 有 沙子 态 射 : 
functor )). 


id 一 id (这 里 的 id 是 指 范畴 上 的 恒 等 函 子 (identity 


关于 映射 XH F(X/S) 有 交换 图 


x FES) YX (p/S) 


,| aves 


y ZU), ye/s) 


ew WENA SAH F(e/S): id 一 p。. 又 有 以 下 的 交换 图 , 其 中 的 三 个 方 
形 缘 为 卡 氏 图 (cartesian square): 


LA RR k REE p > 0 的 域 . 令 fk X k AY Frobenius 映射 : 


BWA 是 上 代数 . 定义 
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H k 的 Frobenius HRY fe 将 A 换 基 , 得 到 


AP) =k Qg A. 


在 这 里 张 量 积 kO 是 用 fek: k> RHR AE RRR, BAM 的 元 素 满 足 
a Q by = ab? Qy (a,b € k, x € A). & X = Spec A, X”) = Spec A”). 

设 B 是 任 一 kk 代 数 . AS: kk 一 上 更 改 B 的 上 代数 结构 如 下 : 对 于 
X € B, a Ek, € Xa x ARK BPH aa. 这 样 得 到 的 代数 记 为 Bo. 这 样 ， 


f(B) : B — By 


Tr xr? 


WAA k SPER. TEA 


Hom k 代 数 (AP) , B ) 一 Homx 代 数 (4, B (p) ) 


MX?) (B) = X(Bo). 男 一 方面 , f(B) 诱导 出 态 射 Fx(B): X(B) > X(Bq), 
Al Fx(B) : X(B) 一 XO)( 互 )， 这 样 得 到 的 态 射 Fx: X 一 XO 称 为 相对 
Frobenius 态 射 (relative Frobenius morphism) (此 映射 把 一 点 的 坐标 映 为 它 的 
p RJ). 

现在 设 G Æ k 群 概 形 . AT GH GO 以 及 态 射 Fo: G 一 GP) 均 与 乘积 可 
交换 . 所 以 GO) 也 是 群 概 形 , 并 且 Fe 是 群 同 态 . 
下 面 我 们 给 出 一 个 例子 . 
命题 1.7.1 设 天 是 特征 Dp > 0 的 域 , G = Spec(k[x,,--- ,Zr]) 是 有 限 平 坦 天 
群 概 形 . 又 设 群 G 的 单位 态 射 E: Speck 一 G 由 代数 同 态 e: kzi, ,Zr| — k 
给 出 . A I = Kere. 如 果 了 = (zl ,Xr), X] Frobenius 态 射 的 核 Ker Fo 是 
Spec(k[X1,… ,Zr]/(7X?,… ,2”)) ( 它 是 G 的 有 限 平坦 闭 正 规 子 群 概 形 ). 


其 中 的 过 MOm X 的 所 有 仿 射 开 子 概 形 . 现在 我 们 在 X 中 取 这 样 的 仿 射 开 子 概 
ÆU: UES PHBA S 的 仿 射 开 子 概 形 W. i W = Speck, U = Spec A. 以 
QLA 记 A 的 p RIKER. QLA 中 的 对 称 张 量子 代数 记 为 UPA. 用 所 有 这 样 的 U 
和 W 构造 
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以 aX) 记 日 然 态 射 Y?(X) 一 Y2z(X). HS 为 对 称 化 算 子 : 


其 中 o BOR p 个 文字 的 对 称 群 的 所 有 元 素 . > 
X/5) = | \Spec(X?A/G(@?A)) 
(以 上 请 概 形 均 以 粘 合 的 方法 得 以 构造 ). 以 6 记 对 角 态 射 : 
ô: X — Y?(X). 


0 在 U CAPR il Ea k RAES n 所 决定 , 其 中 


由 同 态 93 WA PIE 沁 为 


p(X): XPS) — XP/S). 
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则 上 图 中 部 给 出 以 下 分 解 : 


wM 是 自由 此 模 . 则 同 态 
k n M — ¥?M/6(@2M) 
AQmr— AMO---Om 


KRH. 如 条 只 假定 M 是 平坦 的 , 则 此 结果 仍然 成 立 , 其 原因 是 : 平坦 模 古 目 
由 模 的 正 同 极 限 . 所 以 , 当 X 是 平坦 9 概 形 时 , p(X) 是 同 构 . 
现在 设 M 是 平坦 S 交换 群 概 形 . 利用 群 G 的 乘法 可 以 定义 态 射 : 


G(T) “< Yr(GT) #22, ar) 


把 x e G(T) RX p x GER: 这 里 把 群 运算 写作 加 法 ). 即 是 说 uG) od(G) = 
p-idg. 由 于 G 是 5 平坦 的 , 所 以 gp(G) 是 同 构 . 于 是 可 以 定义 态 射 了 (G/9) : 
GP/5) _, G 为 

V(G/S) =T(G) oi(G)o p(G) 


我 们 称 V(G/S) AVerschiebung. 由 定义 立 得 


V(G/S) 0 F(G/S) = p- idg. 


可 以 验证 V(G/S) 和 F(G/S) 都 是 群 同 态 ， 为 此 应 当 留意 G > V(G/S) 和 
G > F(G/S) 都 是 函 子 态 射 
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考虑 下 图 . 
OP/S) V(G/S) Q 
F(G/S)?/®) F(G/S) 
(p/S)\(p/S) (p/S) 
(G ) V(G(P/2) 735) C 


因为 F(G/S)?/) 可 以 看 作 是 由 FGS 通过 8 3 5 得 出 的 所 以 
F(G/S)°/5) = F(G/5)/S). 于 是 有 


F(G/S) 0 V(G/S) = V(G¥’)/S) o F(G®’)) /S) = p- idgoss). 


18 #Æ K T 
1.8.1 “和 群 对 象 
we AGH. 以 Obj CE 记 人 的 全 部 对 象 . 如 果 怀 是 CE 的 对 象 , 则 记 为 
X € Obj €. 


Beye C 内 存在 有 限 积 , 这 就 是 说 , 对 于 任意 的 4 ,4 E Obj €, 都 
仓 在 相应 的 X e Obj € 以 及 态 射 pr: X 一 A; (i = 1,---,n), 使 得 对 于 
任意 一 组 态 射 {f; : Y — Aithicicn, 都 存在 唯一 的 态 射 f : Y 一 X 满足 条 
fF: prof=f;(Vl<i<n). RIEU A x… x A, WUER X. 以 5 记 空 
AR (empty product). € 的 一 个 对 象 S 称 为 终 对 象 » (terminal object), 如 果 对 于 任 
—T € Obj €, 都 存在 唯一 的 态 射 0r : T — sS. 


定义 1.8.1 人 Gx G >G, : S — G, 
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(2) 左 单位 律 . 
G x G Sed sxa Z. GxG 
H 
G 
(3) 左 逆 律 . 
GO. Gaxa 
| | 
S - G 


若 群 对 象 (G, u) 又 满足 以 下 的 交换 图 , 则 称 之 为 交换 群 对 象 (commutative group 


object): 
(pro ,Pr1) 


~ A 


E 的 群 对 象 又 称 为 E BF (C-group). 
定义 1.8.2 R (G, u) (GY a!) X ER. 称 区 中 的 态 射 6: G 一 G' 为 5 


对 于 X,T € Objc, 按 代数 几何 的 习惯 , 我 们 常 称 Home(T, 闵 ) HTAA X 
HT R, FFU X(T) WR hx(T) = Home(T X). 


PAT 


以 Gr WER. 这 就 是 说 : 任 一 G € Obj Gr AFH; 对 于 G,G’ € Obj Gr, 
Home,(G,G’) 的 元 素 是 G 到 CC: HERA. 
BUY Me € EER FR ACER. BER Gr NR eT I : € 一 Gt KA 


1.8.2 


: GT) x G(T) > Y(T)), 3 FLA u: T ~>THCANAR, W 
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Gu): GT) 一 F(T’) 是 群 同 态 , 即 下面 的 图 交换 : 


G(T) x G(T) —— Y(T) 


TE [so 


所 俏 € 群 孙子 同 态 是 指 函 子 态 射 p : GOS. 这 就 是 说 : 对 于 每 一 个 
T € Obj€, 部 给 定 一 个 群 同 态 pr : Y(T) 一 G(T), 使 得 对 于 任 一 C 态 射 
uv :人 一 人 ,下面 的 图 都 交换 : 


像 前 面 一 样 , 我 们 将 Home(T, G) WA he(T). 以 Gets 记 集 合 范畴 . 
命题 1.8.1 HEF CAFAAIRRA. 
(1) FG REC MFR, 则 ha : C 一 Gets HAM: 


ha: C 


r 
PP ha KAAT. 
(2) 若 GEC 使 得 有 (1) 中 所 示 的 分 解 , 则 G XC MRE RH. 
注 ”这 就 是 说 “可 表 群 函 子 ”与 “ 群 对 象 ”一 一 对 应 . 


证 明 (1) 3 (G, u) 是 的 群 对 象 . 对 于 任 一 T€ Obj€ WR gi, 92 € G(T), 
根据 纤维 积 的 定义 , g1, G2 对 映 于 唯一 的 go € (G x G)(T). 令 ur(gi, 92) = L(G). 
这 就 定义 了 hr : G(T) x G(T) 一 G(T)， 由 群 对 象 定义 中 的 交换 图 即 知 G(T) 
是 群 . 

X F EFRR u:T OT’, 有 
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由 交换 图 


即 知 ha(w) 是 群 同 态 . 
(2) Rhe AHR. 则 对 应 于 TT € Obj¢ ZH ur: G(T) x G(T) 一 
G(T). 于 是 我 们 可 以 定义 G HRE 


H = HGxc(pri, Pre) : GX G —G. 


D SW ERER, U e w G(S) 的 单位 元 . ATE T € Objé, #F G(T) HE 
HZA ELTA G(T) 一 G(T) (g= g'), 即 决定 了 一 个 图 子 态 射 ha > he. 
HF h 是 全 忠实 的 , ATOR RES CANA LO: G 一 G. 读 痢 日 行 证 
AH (G, p,€,L) Œ € 的 群 对 象 . 口 


1.8.4 “可 表 群 层 


设 G 二 9 为 群 概 形 , T > 5 为 S 概 形 ， 则 对 于 任意 的 g, 9 € G(T), 有 
nog =t (i=1,2). 根据 纤维 积 的 定义 , (gi1,g92) 决定 唯一 的 gg: T 一 GxsG 
使 得 下 图 交换 : 


我 们 定义 jwr(g1, 92) 为 Wo go, HP u AX G 的 乘 律 . 前 面 已 经 证 明 (G(T), u) 是 
BE. 反之 , WR S 概 形 X 使 得 水 子 T 一 Homs(T, X) E S WEWE Gch/S REFI 
群 范畴 Gr, 则 X Æ S EIERE. 男 一 方面 , Homs(e,X) 是 Gd 中/S 上 的 一 个 
fpqc Æ (所 以 也 是 fppf 层 ). 因此 我 们 就 不 必 区 分 一 个 S 群 概 形 、 一 个 S 概 形 上 
的 可 表 群 孙子、 一 个 S 概 形 上 的 可 表 群 层 了 ! 这 也 说 明了 S 群 层 是 S 群 概 形 的 
推广 . 为 了 便于 使 用 同调 代数 , 我 们 希望 所 考虑 的 范畴 是 Abel 范畴 . AABN, RR 
了 基 概 形 是 域 的 情形 外 , 交换 群 概 形 范 畴 一 般 不 是 Abel 范畴 . 但 是 , 对 于 任意 给 
定 的 Grothendieck 拓扑 , 交换 层 范畴 是 Abe 范畴 , 并 且 有 足够 的 内 射 对 象 . 给 定 
基 概 形 S, Æ S ER fppf mth, LA Abs 记 S 上 的 交换 层 所 组 成 的 Abel 范畴 . 此 


应 用 同调 代数 了 . 例如 我 们 可 以 利用 导出 函 子 定义 两 个 交换 9 群 概 形 F,G 的 
Ext'(F,G). 


1.8.5 核 


任 同 交代 数 中 和 经常 要 考虑 态 射 的 核 (kernel) 和 余 核 (cokernel). 我 们 先 用 群 
RTEZ. | 


Rola € ERATE a GMC A € MET p: G>C' X 


WEAR 取 纤 维 积 


H=G X Gu 4 aa S 
p anon | |; 
G á G" 


因为 S(T) 只 有 一 个 元 素 rz : T 一 S (结构 态 射 ), 并 且 s' or = er G(T) 
的 单位 元 , 所 以 上 图 意味 着 集合 A(T) 等 同 于 核 Ker(G(T) 一 G'(T)). 其 余 证 明 
ARE. o 

群 同 态 的 余 核 (cokernel) 的 概念 将 要 在 下 一 节 予 以 介绍 ( 见 1.9.1). 在 这 里 
我 们 只 是 告诉 读者 一 个 不 幸 的 事实 ; AT TH Coker(or) = oy AG(T)) 经 
BED AN (就 如 同 交 换 群 层 同 态 余 核 预 层 不 一 定 是 层 一 样 ). . 

我 们 可 以 把 有 关 余 核 的 问题 纳入 所 谓 “ 群 作用 ” 的 较 大 的 框架 内 . 在 群 论 
中 , 我 们 说 一 个 群 G 作用 在 集合 X 上, 即 是 说 有 映射 : Gx X >X, 满足 条 
fF: (1) y(1,2) = z, (2) plg, 9(92,2)) = p(g9192,2). MERE « EX, 我 们 
称 集合 {p(lg,z) 19 E G Ac 的 轨道 ,以 GX 记 所 有 轨道 组 成 的 集合 . 我 们 说 
L,Y E X 是 守 价 的 , 如 条 存在 ge G 使 得 y = po(g,z). 这 样 , z 的 轨道 就 是 z 所 
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在 的 等 价 类 , 而 G\X 就 是 等 价 类 的 集合 . E H ÆGTE, WW AEG EW (4) 
乘 作用 的 轨道 就 是 五 在 G 中 的 ( 右 ) 陪 集 . 如 果 H 是 G 的 正规 子 群 , 则 陪 集 的 
集合 H\GRESARA H 一 G 的 余 核 . 现在 假设 G X RE S 概 形 , wp 是 
S 概 形态 射 . 在 下 一 节 我 们 将 引入 “轨道 ”Y = G\X 的 概念 ( 见 1.9. 1). 一 个 自 
然 的 问题 是 : FEY = G\X 上 是 否 存 在 S 概 形 结构 , 使 得 自然 投射 r : XY 
是 S 概 形 满 射 , 并 且 在 结构 层 上 由 7 所 决定 的 环 同 态 6y > 71.6% 给 出 同 构 
Oy 一 (TOx)c, 其 中 (1. 6x)o 是 TOx 中 的 G 不 变 元 组 成 的 子 层 . 当 8 是 代 
数 封闭 域 ke 时 , 这 个 问题 可 以 用 初等 线性 代数 解决 . 但 是 对 于 一 般 的 概 形 S, 此 问 
题 不 一 定 有 解 (参见 [259] §3). 因此 , 如 果 我 们 希望 把 代数 封闭 域 k 上 的 代数 群 
理论 推广 到 一 般 概 形 上 就 会 遇 到 困难 . 例如 , 在 上 LENA RAH (参见 [147]n 
XVII.1) 就 会 用 到 “ 商 群 ”这 个 概念 了 ! 下 面 我 人 ] 将 把 群 概 形 看 作 层 ， 然后 解决 来 
商 的 问题 . 


1.9 FO Æ 


1.9.1 和 群 作 用 与 余 核 


设 群 概 形 G 作用 在 概 形 X 上 . 我 们 要 考虑 的 问题 是 : TEMERE G\X 
有 概 形 结构 . 也 可 以 把 问题 说 成 : 何 时 商 层 GX 是 可 表 的 . 

以 下 我 们 总 是 设 基 概 形 S 是 局 部 Noether 的 . 

WA S 群 概 形 (G, 1,e,4) (u ARE, e 为 单位 律 , , 为 敢 律 ) 及 9 概 形 X. 我 
们 说 G 作用 (act) 在 X Lb, WRA S 概 形态 射 u: G xs X 一 X, 使 得 以 下 两 图 
AL PR 


uxidx 


G Xs G Xs X —> GXgs X S Xo X 


l 个 
idg Xu H eXidx ae 本 
u u 


GXs X X G Xs X x 


我 们 说 G Æ X 上 的 作用 是 自由 的 (free), 如 果 对 于 任 一 SÆT, 由 (u, pro) 所 
决定 的 映射 (G xs X)(T) 一 (X xs X)(T) 是 单 射 , 这 里 pro 是 纤维 积 G xs X 
到 和 的 投射 (这 对 应 于 通常 的 条 件 : g :7x = x >g = e). 进一步 地 , 如 果 这 个 单 
BY EAA, 则 我 们 称 此 作用 为 严格 自由 作用 (strictly free action). … 

设 有 如 上 的 G 作用 在 X E, 则 w((pr。)-1(7x)) PRA x € X 的 轨道 (orbit). 

我 们 说 S 概 形态 射 p : X 一 了 是 (wprz) 的 余 核 (cokernel), XIRA EH 
u:GxgX — X W SCHR (categorical quotient), FFL G\X WY, 义 称 G\X 
为 商 概 形 (quotient scheme), WR ` 
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(1) pou = popr, (我 们 把 这 个 条 件 说 成 : p 在 每 个 轨迹 上 取 rte), 


5) & G 是 有 限 平坦 5S 概 形 X/S 是 有 限 型 , G 在 关上 的 作用 是 严格 自由 的 ， 


(i) p: X >Y 是 有 限 平坦 的 . 

(ii) 对 于 任 一 S HE T, G(T)\X (T) — Y(T) 是 单 射 ， 

(iii) 如 果 S = Spec R, G = Spec B, X = Spec A, pr ub: A —> BRA, 
Ao = {a € A | pr}(a) = ul(a)}, X| Y = Spec(Ap). 


本 章 余下 部 分 的 目的 之 一 是 证 明 这 个 定理 . 我 们 将 从 Grothendieck 的 “有 限 
关系 求 商 ”定理 (theorem on quotient by finite relation) 推出 这 个 定理 . 此 定理 
原 见 [140], Th.5.3. 当 S 是 域 时 , 在 [264], §12 中 证 明了 此 定理 . 


1.9.3 fa 


以 下 是 前 面 定理 的 一 个 重要 的 特殊 情形 。 

设 G 是 3 群 概 形 , H 是 G 的 有 限 平坦 子 群 概 形 . 同样 可 以 把 群 运算 
L: GxsG 一 G 限 制 到 Cxs 互 上 , 得 到 互 在 概 形 G LAH u: GxsH >G. 
按 AREKEA” EH, REBUN AA IAF p G > G/H. $ G/H X} (H # G # 
的 ) 左 陪 集 概 形 (left coset scheme). ” ` 

阶 函 数 满足 等 式 [G : G/H) = [H : S). # [H : S 取 常 值 , 则 G — S 是 有 限 
平坦 的 当 且 仅 当 G/H >S EH ROEN. 7 NASER | 


IG : S] = [G : (G/DIKG/B) : S]: 
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我 们 以 |G: A] w (G/H) : S], 则 以 上 的 等 式 就 成 为 
|G : S] = [G : H||B : S|. 


我 们 可 以 定义 G 在 CG/ 瑟 上 的 作用 


L: Gx(G/H) — G/H 


(x, p(y)) — pu(z, y), 


则 有 交换 图 


idxp 


 GxG—* Gx (G/H) 
G P G/H 


如 果 HAG 的 正规 子 群 , 即 H Æ G/H EAFA ( 即 L(h,p(y)) = 
ply), VRE H, yEG), WER 


(G xg H) xs (G/H) => G xs (G/H) — GJH 


pr, pr, xid 


HH Lo (u x id) = - Lo (pr, x id). 5 一 方面 ， 在 图 


(G xs H) xs (G/H) = G xs (G/H) Ps (G/H) xs (G/H) 
中 有 (pxid)o(uxid) = (pxid)o(pr, xid). FRAAH (G/H)xs(G/H) 一 G/H 
使 得 下 图 交换 : 


(1) m 4 G/H RA S BR. 

(2) p: G 一 G/H 为 SHAS. 

(3) H = Kerp, p 是 有 限 忠 实 平坦 态 射 

(4) S 概 形态 射 序 列 0 — H — G — G/H REAN. 
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1.9.4 A 


REWE C 内 有 来 积 及 纤维 积 
RINA € 内 的 态 射 图 


在 这 种 情形 下 , 我 们 亦 说 (Y, p) 是 (do, d1) 的 余 核 (cokernel), 并 且 记 为 
(Y, p) = Coker (do, dı). 


在 一 个 范畴 内 的 任 一 态 射 均 为 同 构 , 则 称 此 范畴 为 一 个 群 胚 (groupoid). 
KA CAH AA 


/ 
Xı 


Xo + Xo. 
对 于 :CE 内 的 任 一 对 象 全 有 
dı (T) 
X(T) => Ir Xo(T). 


此 时 我 们 可 以 把 Xi(T) 看 作 一 个 范畴 X(T) 的 所 有 态 射 组 成 的 类 .如 果 把 态 身 
RA GT, 则 对 于 f E X(T), 我 们 以 di(T)(f) 作为 第 头 ，do(T)(f) 作为 第 尾 . ECE 
”内 有 纤维 积 (X1, di) X Xo (Ai do), 并 且 有 双 射 


((X1, d1) X xo (X1, do))(T) —> (X1(T), di(T)) x xor) (X1(T), do(T)). 


此 双 射 的 值 域 中 的 元 素 (9, f) 满足 条 件 dof = dig, 这 正好 是 考虑 合成 go f 的 条 
件 . 为 此 我 们 假设 已 给 态 射 


d, : (X1,dy) xx, (X1,do) — Xi 


第 一 章 ” 群 概 形 的 初等 性 质 . 153 - 


并 定义 (9,f) 的 合成 为 d D f) 此 时 自然 地 取 范 畴 XT 的 对 象 类 为 
X(T). 
我 们 称 图 形 


并 且 当 我 们 把 看 作 变 元 时 X, 是 一 个 孙子 (WRX, 关于 了 有 孙子 性 质 ) 
我 们 略微 推广 上 面 的 定义 . 称 图 形 


do,di ,dz ， do,di 
Xi 


Xo Xo 


为 一 个 @ RHE, 如 林 
(1) FE s: Xo 一 Xı 满足 di os = id,,, do © s = id,,, 
(2) 以 下 三 个 图 为 下 图， 


X3 X, Xz X xX; X, 

| |a “| |a a |a 

XX XX A — X 
(3) 下 图 交换 


可 以 证 明 : XF T € Obj@ 4 Obj X,(T) = X(T), Mor X,(T) = X(T). 
# f,g € Xi(T) 使 得 doo f = di og, 则 根据 第 一 个 卡 氏 图 , 9 和 /决定 一 个 
h € X(T). 令 gof 为 di(h), 则 总 (T) 成 为 一 个 群 胚 . 

我 们 给 出 群 胚 的 一 个 例子 . 设 6 是 一 个 范畴 ,EC 为 © 到 集合 范畴 Gets 的 所 
有 函 子 组 成 的 函 子 范畴 € = [G, Gets]. 取 Xo E€ Obj€. RA Xo x Xo 的 于 图 于 
X1, 使 得 对 于 任 一 了 EC Xo(T) x Xo(T) WFR X (T) 在 Xo(T) 上 给 出 一 个 等 
NAR “=> (BME: 对 于 zx,y € Xo(T), z =y 当 且 仅 当 (x,y) € X1(T)). BF 
去 我 们 定义 Xo x Xo x Xo 的 子 函 子 X2 如 下 : 


X,(T) = {(a,y,2) | 24,2 € Xo(T), (2, y), (y, 2) € X(T} 


另 一 个 例子 WHE C 的 所 有 对 象 都 是 集合 ( 设 C 的 纤维 积 是 集合 的 纤维 积 )， 
WA €E 


do ,di ,d> do „dı 
Xı 


Xo 


Xo. 


3 


我 们 在 集合 Xo 上 定义 一 个 关系 “= WF: 对 于 zx,y e Xo, r= y 当 且 仅 当 存在 
f E Xi 使 得 dif ==z 且 dof =y. 可 以 证 明 “=” 是 一 个 等 价 关 系 . 即 

(1) E £ = y, y = z, W x = z (事实 上 , 由 假设 有 f,g € Xo EB dif = z, 
dof = yY = d19, Z = dog. 由 第 一 个 卡 氏 图 得 到 e€ Xo 使 得 doe = g K dse = Í. 
FÆ di (dye) = dıdze = dı f = x, do(die) = dodje = dog = z. W x = 2). 

(2) x = x (H di (sz) = x, do(sz) = x 立 得 ). 

(3) Æ x = y, Wy = z (这 等 价 于 说 “XX, 的 态 射 > Sy 是 同 构 ”, 即 存在 北 
yoo. 事实 上 , 由 第 二 个 卡 氏 图 知 有 唯一 的 户 使 得 foh 二 so doof EE L). 
由 第 二 个 卡 氏 图 知 有 了 唯一 的 g 使 得 go f = sodi o f (BF 1,)). 


再 引入 一 个 术语 我 们 说 两 个 态 身 do, di : Xı 一 Xo 是 一 个 等 价 对 (equiva- 
lence couple), 如 用 对 于 所 有 的 对 象 也， 


(do Bd,)(T) : X(T) — X(T) x X(T) 
下 蛙 射 并 且 (do X d,)(T)(X1(T)) RE X(T) 的 一 个 等 价 关系 , 这 里 


(do X d1)(T)(£) = (dı (T)(x), do(T)(£)). 


110 有限 关 系 求 商 


1.10.1 Grothendieck 的 有 限 关 系 求 商 定理 
定理 1.10.1( 有 限 关 系 求 商 ) iA Sch/S HE 


假设 (1) di 是 有 限 局 部 自由 态 射 ， 


(2) 对 于 任 一 2 E Xo, 存在 Xo 的 仿 射 开 子 集 和 包含 di(do (7)). 
R] 
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(1) 在 Gcb/S 内 存在 (do, di) 的 余 核 (Y,p), ME (Y,p) 是 (do, di) ERRE 
闻 范 畴 内 的 余 核 . 

(2) p 是 整 态 射 如 果 Xo 是 仿 射 概 形 , WY 是 仿 射 概 形 . 

(3) Xi > Xo xy Xo: Tı > (dozi, dızı) 是 满 射 


1.10.2 ”和 群 胚 的 构 作 


推论 1.10.2 在 有 限 关 系 求 商定 理 的 条 件 下 , 设 局 部 自由 有 限 S 群 概 形 G 
作用 在 S 概 形 X 上 ， 则 我 们 可 以 构造 一 个 5 BOF: 取 Xo AX, XAXA 
G XXX 为 GXxGXxX. 对 于 任 一 SS 概 形 T, Bx € X(T), g,h € G(T), 


do(g, 2 ) = gy, 

di(g,x) -g 

dolh, g, £) — (h, 92), 

di(h, g, T) — (hg, 2) 

d.(h, g, T) = (g, r) 
Bp ey. 


在 下 面 两 小 市 我 们 给 出 有 限 关 系 求 商 定理 的 证 明 . 


1.10.3 ”归结 为 仿 射 的 情形 


第 一 步 . RU” 是 Xo 的 最 大 开 子 集 使 得 di © UM 上 是 有 限 局 部 自由 n 
秩 的 . 根据 C 群 胚 定义 中 的 第 一 、 三 个 卡 氏 图 可 知 ，dr (U) 和 dT (UV) 都 
是 X 的 最 大 开 子 集 ( 记 为 UM) 使 得 ds EUO 上 是 有 限 局 部 自由 7 秩 的 . 用 
(U UM) 构造 出 来 的 群 胚 记 为 XM. WAX 是 这 样 的 UO 的 直 和 (UM 在 
X 中 既 开 又 闭 ), MARR X, 也 是 XS? 的 直 和 . 这 样 , 我 们 在 假设 “di 是 局 部 自 
由 n 秩 ” 下 证 明定 理 即 可 . 

第 二 步 . 我 们 现在 作 这 样 的 假设 : E d 是 局 部 日 由 秩 及 Xo 是 仿 射 概 形 ， 
则 定理 成 并 . 

首先 证 明定 理 1.10.1 结论 中 的 (1). : 

在 Xo。 上 定义 一 个 关系 “~”: 对 于 ay E Xo xz ~y 当 且 仅 当 存在 z EX, 
使 得 dz = y H doz = x. 则 ~ 是 一 个 等 价 关 系 . OY = Xo/ ~ 并 赋予 商 拓 扑 ， 
则 有 正 合 序列 


Oy nd P(O xo) 一 一 > Pa(dox Ôx) 一 P»(di.@x, ) 


空间 范畴 中 的 祭 核 

为 了 证 明 结论 (1), 我 们 只 要 证 明 Y 是 概 形 以 及 p : Xo 一 了 是 概 形态 
射 ， 这 是 局 部 的 问题 . 对 于 任 一 y eY, wr ec xX He p(x) = y. BR Xo 
内 的 仿 射 开 子 集 了 2 d(dj‘(z)). ©F = Xo\V， 因为 di 是 整 态 射 , 所 以 
di(do (F)) 是 闭 集 . $ V' = Xo \ dd EF), WV 是 V 内 最 大 的 饱和 开 集 
(“饱和 ”是 指 : Hae €E V',y € X, ery, Wyev’). AAV 是 有 限 集 
di(do (z)) 的 邻 域 , 故 在 结构 层 Gv(V) 内 存在 f, 使 得 f 在 V\V' 上 等 于 0 并 
E di(do (x)) SFR V; = {x € V | f(z) 4 0} (参见 JL [60] II §1, Prop.2). 
& Z(f) = V'\ Vz, W d (Z(f)) = {x € dg (V^) = d'V’) | a i(f)(x) = = 0}. 
男 一 方面 , d 所 决定 的 态 射 dj (V) = dl (V’) > V 是 局 部 自由 nn R, 故 
可 以 定义 范 数 Na, : O(d7 (WV)). 一 OVN. ERNE dalda ZAN) = i = 
4(f) | Na (do(f))(x) = 0} (比如 用 后 面 证 明 的 第 I 部 分 之 (2)). 设 (Vy 是 
内 最 大 的 饱和 开 集 , W (Ve)! = {x © Vz | Na, (x) £0}, BREA (Vy ENTR 

U = (Viy, WU ÈR r 的 饱和 仿 射 开 邻 域 . 按 假设 , 定理 在 Xo 是 仿 射 概 

形 时 成 立 , BUA p(U) AY 的 开 仿 射 子 集 以 及 p | U 为 概 形态 射 . 这 就 证 明了 (1). 

其 余 各 条 绪论 证 明 类 似 . 


1.10.4 ” 仿 射 情形 的 证 明 


议 Xo 是 仿 射 概 形 , di 是 局 部 自由 nn RAH. 
ty Xi = Spec A; (i = 0,1,2), d; = Spec ô;, d; = Spec ði, o = Specs. 
由 群 胚 的 定义 , 有 图 


69104 02 00,01 
A, 


Ag Ag, 


其 中 各 映射 满足 相应 的 余 卡 氏 图 (cocartesian square). 
tht B= {a € Ag | doa = 6a}. WW BAY Ao 的 子 环 . 
BD. 断言 Ay 是 B 的 整 扩张 . 证 明 如 下 : 
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OWE UL Ag = (Ai, 61) @4 (A1, o). nee A, :一 Ap 换 基 , HRW u RA 
HAS Gs Ag 一 Ap (此 时 Ap 通过 A, > Aa 看 作 Ar 代数 ): WH y € Aa, 
u(y) = (5pa)y, 其 中 soa 是 doa 在 Az 中 的 像 , 即 boa = ô (doa). 从 以 上 讨论 我 们 
得 出 

ôo(Ps, (T, 60a)) = Ps (T, (6000)a). 


同样 , 第 三 个 卡 氏 图 有 相应 的 余 卡 氏 图 


A> Ay 
s | 01 
4 Ag 


与 上 面相 同 的 讨论 得 到 
Ô (Ps. (T, 00Q)) 一 Ps: (T, (ô 60)a). 


第 二 个 卡 氏 图 相应 的 余 卡 氏 图 为 


Ao Ay 
bo | | 00 
A, ~—"— Ag 


BUG 000 = 0100. TÆ 
do (Ps, (T, 000Q ) ) 一 01 (P;, (T, b0a)). 


这 就 是 说 上 述 特 征 多 项 式 的 系数 ci (0 <i <n) WE boc; = 01Ci. 
根据 Cayley-Hamilton 定理 , 我 们 有 


Sola)” — 61(c1)60(a)" 1+ ++» + (—1)” 61 (cn) = 0. 
因为 61c; = docs, 所 以 
Sola)” — 9(c1)5o(a)"! + ++» + (—1)"50(Cn) = 0. 
H E BERRA M4 o 0 fo = ida., M59: Ao > At 是 单间 态 于 是 我 们 得 到 


a” — qa” *4+---+(-1)"c, = 0. 


a € x iE dpa £z. n X A 作为 (Ap, 6 PAAR, 则 满足 ô t Zz =y 的 (A, 的 ) 
系 理想 z 的 个 数 不 超 过 n ( 见 [60] II §1, Prop.2). 所 以 a c « 并 且 对 于 任 一 满足 


Ô tz = y 的 (A: 的 ) 素 理想 > BA doa f7 z. ee PUEA 中 引 理 即 知 范 数 


Jl 理 1.10.3 设 i: A> A ARKEA, 使 得 A 成 为 秩 nn 的 投射 AR. 对 
TOE A 和 ,以 NN 记 b 的 范 数 Na'ja(b), 以 V(b) 记 {q€Spech’|beq}, 以 V(N) 
wipe Spec A|N €p}. 则 在 i 决定 的 态 身 Spec(z) : Spec A’ 一 Spec A F, 
Spec(z)(V (b)) = V(N). 


证 阴 对 于 A HIREM p, LA qu, : 9 dn 记 A’ PER ia) = 的 所 


pEV(N) & N Ht! > bi ob £ qi (Vi) S qi ¢ V(b) (Y i). 


XM T 514 1.10.3 的 证 明 . 
第 三 步 . 定理 中 结论 (1) 的 证 明 . 设 = Spec B, p = Speci. 我 们 先 证 明 
(Y, p) = Coker(do, d1) PET a aed 
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因为 Ap z B 的 整 扩 张 , 故 p 是 财 满 射 (Cohen-Seidenberg 定理 ), MA Y 的 拓 


thre Xo Æp 下 的 商 拓 扑 . 义 由 于 p, do 和 di 均 为 仿 射 态 射 , 故 下 面 的 环 层 序列 
ES: 


Oy ——> pi(Oxo) = p.l (do) 8x, ) — px((di)«@x,), 


BU (Y, p) = Coker(do, d4). 

下 一 步 我 们 证 明 (Y, p) = Coker(do, di) 在 概 形 范畴 中 成 立 .， Alt, 设 有 概 形 
SH f: Xo — Te fod = fod. 根据 上 面 证 明 的 结果 , 有 赋 环 空间 态 射 
r: Yo TEE f=rop. 只 要 证 明 7 是 概 形态 射 . 这 就 需要 证 明 : 对 于 任 一 
y EY, r 谤 导 的 同 态 Co 一 6, 是 局 部 同 态 . 事实 上 , 由 于 p 是 满 射 , MEE 
xe Xo 使 得 y = p(x), FFA Cj 一 Or MO, 一 Or 部 是 局 部 同 态 . 这 就 完成 了 
定理 中 结论 (1) 的 证 明 . 

第 四 步 . 由 第 一 步 和 第 三 步 立 得 定理 中 的 结论 (2). 

第 五 步 . 定理 中 结论 (3) 的 证 明 . 我 们 以 


E do D dı : 从] — Xo XY Xo 


BAd d 为 分 量 的 态 射 . 暂时 使 用 以 下 的 记号 ， 如 果 p : P> Q 是 概 形态 射 
当 我 们 只 把 它 看 作 集合 映射 时 ( 即 把 P 的 概 形 结构 忘掉 ), 记 作 p : P> Q. 这 样 
我 们 了 怠 有 集合 映射 的 分 解 : 


由 第 二 步 知 X di FEIRA. 义 易 见 : 4 {v} = q (gq(v)), v € Xo xy Xo, W 


(x) mR v € Xo Xy Xo, w = pu, 则 剩余 域 k(w) = K(v). 


如 果 (*) RZ, 则 {v} = q-*(q(v)), 所 以 we do Rd (X1). WR (*) 不 成 立 ， 

则 存在 局 部 环 (Cm) 与 平坦 局 部 同 态 f : OC, 一 C 使 得 有 kw) 代数 同 构 

C/m S kv). 8 Y' = SpecC, 态 射 T: YY 一 YY 由 ff 所 诱导 . ARA 

(XoxyXo)xyY 一 XoXxyXo 把 v' 映 到 wv, 则 (vw) = kw). 将 (XoxyXo)xyY 

与 (Xo xy Y’) xy: (Xo Xy Y) 等 同 起 来 , Hr: Y' — Y 换 基 后 , Xo Xv Y' w 

4 Xo, do Bd, 记 为 do Rda, WEE u' € X, = Xi xy Y' EB do R dilu’) =v’. 
S u N u Æ Xi PRR, MJ v = do 因 di (u). 


坦 的 ， 而 (Aj, 61) Bn kA ds Ao 模 , 所 以 Ao en HELE B 模 ([60], 136 节 1, 
Prop.12). 

这 样 , 只 要 用 A, 代替 A: 就 可 以 假设 B 是 局 部 环 . 此 时 ho 是 半 局 部 环 ， 
其 原因 如 下 : tm 是 ho 的 一 个 极 大 理想 . 由 第 二 步 知 ho 的 所 有 极 大 理想 是 
ðo (n), EF n BOR A, 中 满足 671(n) = m 的 素 理想 . 而 这 样 的 素 理想 n 的 个 数 
不 超过 n= [Ay : Aol, 所 以 Ao 下 有 有 有限 多 个 极 大 理想 


为 了 证 明 ci, 。 BHR A, 的 基 我 们 以 e; (7 = 1,-- -,n) wW B” (= 
B@zZ") 的 目 然 基 . 考虑 交换 图 
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其 中 


uo( 
ua 


ug 


由 于 {60(c;) hicj<n Æ Ao mA, 的 基 , 所 以 wi 是 双 射 . 根据 C HE PNA 
Ta FE RA 


Ag Ay 
02 | | 01 
A, «—°— Ap 


Az 等 于 张 量 积 A1 @4, Ar. 由 于 ws 是 由 wi 通过 换 基 Ay CD Ay 得 到 的 , 所 以 wu 
EEANN. 最 后 , 在 上 面 含 有 uo, ur ue 的 交换 图 中 的 行 是 正 合 的 , 所 以 un ug 
KE Zi SF uo 是 双 射 . 这 就 证 明了 定理 中 的 (4). 从 而 完成 了 定理 1.10.1 的 全 
部 证 明 . 口 

现在 我 们 来 证 明 “ 有 限 群 求 商 ” 定 理 , 即 定理 1.9.1. 

设 有 9 和 群 概 形 作 用 人 : GxgX >X. Un: G xs G 一 G 记 和 群 运 算 ， 
pr23 : G Xs (G xs X) 为 对 第 二 个 因子 投影 . 

SLE PRAT SUP: Xo = X, Xı =G xs X, X2 =G xs G xs X, do = u, 
dı = Pr: S Xs X > X, dọ = Pra 3, di = u X idx, d} = idg x u. 则 容易 验证 


Xo 


是 一 个 Geb/S 群 胚 . 此 时 , 若 作用 飞 是 自由 的 , 则 (do, di) 是 等 价 对 .显然 , 我 们 
息 要 证 明 的 “有 限 群 求 商 ” 定 理 不 过 是 “有 限 关 系 求 商 ”定理 的 特例 . 

再 看 一 个 特殊 情形 : 设 5 = Spec R, G = Spec A, X = Spec B 是 仿 射 概 形 . 

作用 w AA a: B 一 A Br B 给 出 . 令 Bo= {be B| ub) =1@5}. W 


个 性 质 等 价 如 果 f 满足 这 三 条 性 质 我 们 就 称 f 为 概 形 的 étale AH (étale 


morphism). 
(1) 设 


0 — £ — A — A — 0 


为 任 一 环 正 合 序列 (其 中 理想 6 RER), Spec A > X 为 概 形态 射 则 任 一 X 


Spec Ay > Y 
DA 
Spec 4 X 


B = Alty, mes tn/ (fi> nn , fn), 其 中 Jacobi 行列 式 det n fi. B 中 可 逆 . 
关于 此 三 条 件 等 价 性 的 证 明 见 [145], 17.6.2; [252] Chap.I §3; [194] Chap.I §1. 


2.1.2 étale 态 射 的 剩余 域 


定义 2.1.1 中 关于 微分 层 的 条 件 (2) 有 如 下 解释 . 设 f :Y 一 X WAR 
RICH. WO, = 0 当 且 仅 当 对 于 任 一 y E YY，Oy, /myly)Oys 是 剩余 域 
K(f(y)) 的 有 限 可 分 域 扩张 . 在 仿 射 概 形 的 情形 下 , 这 就 是 说 : 设 p: 4 一 B 是 
有 限 型 环 同 态 , 则 Qpya = 0 当 且 仅 当 对 于 任 一 q € Spec B, p = f-1(q) ÆR B, 
的 极 大 理想 , 并 且 剩 余 域 (q) 是 k(p) 的 有 限 可 分 扩张 . 更 特殊 的 情形 是 ， 当 大 是 
域 , 而 环 B 是 有 限 生 成 RN, 我 们 说 B 是 可 分 大 代数 (separable k-algebra), 
WA B 同 构 于 直 积 [i Ki, 其 中 每 一 个 Ki/k 都 是 有 限 可 分 域 扩张 . 这 样 , 设 
k 一 B ÆAR k RZ, W Oe, =0 当 且 仅 当 B 是 可 分 上 代数 . 
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2.1.3 BR étale AH 


作为 étale 态 射 的 一 个 重要 情形 , 我 们 有 
EX 2.1.2 概 形 态 射 f :Y 一 X 称 为 有 限 étale AH (finite étale mor- 


E f:Y — X AR étal 态 射 , 则 对 于 任 一 Zz € XX, AE Y, = Y xx {x} 可 
以 写作 Spec B, 其 中 B 为 剩余 域 n(x) 上 的 可 分 代数 . 这 也 等 于 说 B NS REIT 
并 且 对 于 任 一 y €E Y, 剩余 域 K(y)/K(c) 是 可 分 扩张 . 我 们 以 Srea 记 概 形 S 的 约 
化 概 形 (reduced scheme), 以 [K : k]sep 记 域 扩张 的 可 分 次 数 . 则 此 时 下 面 的 不 等 
FENTI: 
(x) := [Y> : {x} 
> |(Yz)rea : {XH 


= $ _[k(y) : (z) 


YE Yz 


KO 为 代数 封闭 域 . 对 于 s € 9, FARRA al: K(s) 一 REFE S 
的 几何 点 (geometric point of S centered at s) a : SpecQ 一 S. 对 于 S MH 


X48, X eo 上 的 几何 点 所 组 成 的 集合 记 为 
X (a) := {Spec Q Ż, x | foß =a}. 
可 以 证 明 此 集合 的 元 聚 个 数 为 


#X (a) = 》 [K(x) : k(8)]sep. 


TEX» 


所 以 , 如 果 X 是 有 限 平 坦 9 概 形 , a 是 在 se SALA, 则 
#X (a) < [X : S](s). 


此 时 X Æ S E étale 的 充 要 条 件 是 这 个 不 等 式 是 等 式 . 


2.1.4 étale 群 概 形 


定义 2.1.3 ”如果 概 形 étale HGS 是 5 群 概 形 , 则 我 们 称 G A étale 
9 群 概 形 (étale S-group scheme). 
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Ww G/S 是 有 限 平坦 9 群 概 形 , 则 G = Speco’, 其 中 A 是 交换 Hopf O; 代 
数 层 并 且 oA 作为 Os 模 是 局 部 自由 有 限 秩 的 . 设 e: d 一 Os 是 Hopf 代数 的 增 
J RI, S = Kere 为 增 广 理想 , 则 单位 截面 e(5) = Spec(% /7). 

一 个 有 限 平坦 S 群 概 形 是 étale 群 概 形 当 且 仅 当 OL c/s = 0， 由 增 广 理 想 
与 做 分 模 的 关系 ( 见 命 题 1.5.2) 知 : As = 0 ENFI = .IJ?， 此 时 对 于 
T E Spec( A/I), A (s| Is) Da, Fr = (F/F"), = 0. H Nakayama 引 理 得 
JF, =0. MA G \ els) 是 I 的 支 集 . 因为 I 的 文集 是 团 集 , 所 以 e(5) 是 开 集 . 
由 此 多 知 下 面 的 结论 : 

g 2.1.1 设 G/S 是 有 限 平 坦 群 概 形 , N) G 是 étale 群 概 形 当 且 仅 当 单 位 
截面 e(S) 是 开 集 . 

wk ER. HNL: AR k IG G = Spec A 是 étale 群 概 形 的 充 要 条 件 是 A 
是 可 分 上 有 代数. 

HREH k 群 概 形 是 乘 性 的 当 且 仅 当 G 的 Cartier 对 偶 G* 是 étale. 这 是 因 
为 我 们 可 以 先 换 基 到 代数 封闭 域 后 , 再 利用 un 的 Cartier 对 偶 是 Z/nZ. 


的 对 象 xX! 2 > S. 则 在 (FEt/S) 中 由 第 一 个 对 象 到 由 第 二 个 对 象 的 态 射 是 满足 
fF ou= f PWES u: 对 一 X. 

E S 内 取 定 一 个 点 s. 以 k(s) 记 s 的 剩余 域 . RE k(s) 的 一 个 代数 闭 包 Q. 
wa: SpecQ 一 5 为 到 s 的 几何 点 , 即 有 交换 图 


Spec Q 
| ~、 
Spec k(s) ———> S 


E X e (FEt/S), WX(a) 记 所 有 在 a LHI X 的 几何 点 SpecQ & X ARKA 
限 集 , 即 X(a) 的 元 素 为 使 得 下 图 交换 的 5 AH SpecQ b xX: 
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我 们 也 可 以 说 和 (a) 的 元 素 是 指 f(s) 的 一 个 点 z 加 上 一 个 k(s) 单 同 态 k(s) 一 
2. TAX > X(a) 决定 了 一 个 从 (FEt/S) 到 集合 范畴 Sets 的 一 个 函 子 F. 


2.2.2 ”基本 群 
EX 2.2.1 TRIG 9 在 几何 点 wa 的 基本 群 (fundamental group) = Ti(S, a) 
F : (§€t/S) — Gets 
X — X(a) 
的 自 同 构 群 . 


X E PTA “ek FAY Gl TAD Ay” JE TR H ARSED o: FoF, 即 对 于 每 个 
X ; Sana 给 出 集合 的 双 射 X (a) -全 X(a),， 使 得 对 于 任 一 (FEt/S) AH 


其 中 F(u) 定义 为 : MF BE X(a), u(a)\(B) = uo b. 以 wx wt {0 € 
T |ox =idx(a)}. U {wx | X © (FEt/S)} 作为 5 基本 邻 域 系 来 定义 x 上 的 拓扑， 
WW r KARKARE (参见 [146] V, p.19). 

我 们 说 r 连续 地 作用 在 有 限 集 Y E, 如 果 对 于 任 一 vy € Y， {co ET | oy =y} 
ENFER. 具有 连续 r 作用 的 有 限 集 组 成 的 范畴 记 作 (FE-r-Gets). 根据 定义 , 对 
FX € (FEt/S), A X(a) € (F-r-Sets). 


定理 2.2.1(Grothendieck) %7 


证 明 见 [146] V, 84, Th.4.1. 


2.2.3 AF (SCEt/S) — (F-r-Gets) 的 性 质 


Whe NewS X > X(a) 有 以 下 性 质 : 
(1) F(X) =0 SAMS X =0, RA F(S) 只 有 一 个 元 素 . 
(2) * F X,Y,Z € (FEt/S), A F(X xz Y) = F(X) X F(Z) F(Y). 


(4) w X € (FEt/S), 又 设 G HABE, G 的 元 素 为 X WSB BAW. 则 存在 
商 概 形 X/G 使 得 X/G e (FEt/S), 并 且 自然 态 射 X 2 X/G 为 有 限 étale 概 形 
aay. 同时 G 通过 Spec — X 4 X (g € G) FHE F(X) 上 , 并 且 有 交换 图 


Spec Q 


(FEt/T) 


(F-m: (S, Yo 3)-Gets) > (F-n: (T, 3)-Gets) 
上 面 的 po 的 定义 如 下 ; HF o e m(T,B), 我 们 要 定义 函 子 同 构 fo emi(S,oo 


PB)， 即 是 说 对 于 X © (FEt/S), 要 定义 (fo)x : X(poB) 一 XpOoD)， 设 
zEX(~yo£), MA 


Spec) ———+ X 
| |; 
T 9 


进行 换 基 
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RITRAE Fo) x(@) Al Pr © (xs (27 )). 


s = Speck X S 的 闭 点 , QA k 的 代数 闭 包 , a: SpecQ 一 9 为 5 上 的 几何 点 
则 由 包 合 态 射 {s} > 9 所 诱导 的 同 态 mi({s}, Qa) > m(S,a) AM. 


2.2.4 ”例子 


我 们 来 看 一 些 例 子 . 

X k ER. 取 定 的 一 个 代数 闭 包 9. Dk Wk EO 内 的 可 分 闭 包 . 

(1) 如 前 , WS 为 取 定 的 基 概 形 , s € Specs. k = kls), 则 几何 点 a 由 
Q: k> MRE. IEN A RAR Aut: (Q) 左 作 用 在 0 上 , 于 是 右 作 用 在 SpecQ 
E. HF X € (FEt/S), Aut,(Q) 左 作 用 在 X(a) = Homsa/s(Spec 9, X) 上 . 
这 就 是 说 , 对 于 每 一 个 Xe (ct/S) 和 ae Aut, (Q), 我 们 有 双 射 ax : X (a) 一 
X(a). 这 样 便 得 到 同 态 Aut,(Q) 一 Ti(S, a). 

现在 假设 S = {s} = Speck. M (FEt/S) 中 的 连通 有 限 étale S MBH 
X = Speck, 其 中 K/k 为 有 限 可 分 域 扩张 . 此 时 X(a) = Hom,(K,2,). 于 是 同 
A Autk(O) 一 71(S, a) 分 解 为 


Aut (Q) > Gal(k,/k) — 7(S, a). 


议 {Ki/k |i e I} Ak 内 的 所 有 有 限 Galois 扩张 WA Gal(k,/k) 
lim Gal(K;/k). 为 一 方面 , F(SpecK;) = Hom,(K,k,) = Gal(K;/K), 所 以 
TC NIA Gal(ks/k) 一 ™(S,a) 是 同 构 的 . HX BAAS a = Gal(k,/k) 
作用 的 有 限 集 ， 则 我 们 以 M:(X, k) 记 所 有 与 7 交换 的 映射 X 一 1。 所 组 成 的 
k 代数 .在 现在 的 假设 下 , 前 面 Grothendieck 所 证 明 的 范畴 等 价 ( 见 定 理 2.2.1) 
(FEt/S) — (F-1-Gets): X + X(a) HBRTHR X > Spec(M,(X, k,)). 


| 
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(2) Wk ARES RAH kh. 令 K = k((t)) 为 以 上 为 变 元 的 形式 寡 级 数 
环 的 分 式 域 , 即 K ={2 nn ant” |no E Z,a; E k}. 则 KK 是 完备 离散 赋值 域 . 对 
于 整数 n> 1, $ Kn = k((t*)), WK KRAHE U Kn ( 见 [333] IV. Prop.8)， 
并 且 有 和 群 同 构 


2.2.5 #@BRétale 群 概 形 


我 们 把 等 价 (FEt/S) 一 (F-7-Gets), 7 = m (S,a) 应 用 到 étale 群 概 形 的 情 
Æ. tS x Noether 概 形 . WRF GH Sla) 决定 一 个 从 有 限 étale S 群 概 形 范 
畴 到 只 有 连续 m (S, a) 作用 的 有 限 群 范畴 的 范畴 等 价 . 利用 这 个 等 价 立即 得 出 

命题 2.2.2 如果 有 限 étale S 群 G 的 阶 [G : 5S] =n, T A— SH. N 
任 一 XE G(T) HHA r” = 1. 

wk ret. WAR étale k 群 概 形 对 应 于 具有 当 = Gal(k,/k) 连续 作用 的 交 


换 有 限 群 . 特别 的 情形 是 ， 在 有 限 交换 群 M 上 取 平凡 的 Y 作用 , 即 知 常 值 群 概 
Were étale. 其 特例 是 (Z/nZ),. 


子 集 的 集合 {Xa} 使 得 X = UXa, 并 且 存在 有 限 Galois 扩张 La/k 使 得 子 群 
Gal( 人 2s /Lo) Æ Xo ER ER ESE ILH. 


2.2.6 Hensel 环 
iz (A,m) 为 局 部 环 , Uk 记 剩 余 域 A/m. 同 态 4 — k: ary 5 决定 多 项 式 环 
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其 中 go = T™+bn_iT™-i+...+bo € kT], go = T! +c -Tt -+ E k[T], 
则 存在 g, h € A[T] 使 得 9 = go, h = ho 并 且 f = gh. 

域 和 完备 离散 赋值 环 都 是 Hensel 局 部 环 的 例子 . 

我 们 称 局 部 环 Hensel 局 部 环 为 严格 Hensel 局 部 环 (strict henselian local 
ring), 如 果 其 剩余 域 k = ka (ks 表示 的 大 的 可 分 财 包 让 


2.2.7 “分 歧 群 


设 R 为 离散 赋值 环 ( 简 记 为 DVR), R 的 特征 为 零 , 其 剩余 域 的 特征 为 p > 0. 
设 KK 为 R 的 分 式 域 , K, 为 K 的 可 分 闭 包 . WR R AM B Hensel AH, W 
Gal(K,/K) $+ K 的 惯性 群 (inertia group) T. 

强 分 歧 群 (wildly ramified group) J, 是 了 的 投射 p 子 群 (pro-p-subgroup). 
有 投射 有 限 群 (profinite group) 的 正 合 序列 : 


0 — I, — Gal(k,/K) — I, — 0. 


I, 称 为 弱 分 歧 群 (tamely ramified group), 其 元 素 的 阶 与 p LR. 
我 们 解释 一 下 这 个 正 合 序列 . 对 于 每 个 与 p 互 素 的 正 整数 m, 在 K., 内 存在 
K 的 唯一 的 即 次 Galois 扩张 Kn, HHA FIY 


i, : Gal(K,/K) — u,(K), 


其 中 c 为 限制 映射 . 上 面 所 说 的 就 对 应 于 lim pn(K). 
Wk WW k AH q= p” 个 元 素 组 成 的 子 域 ， 则 kX = pgi(k). BHT LAE I, 5 
lim ky 等 同 . 这 里 的 反 向 极限 时 关于 范 数 映射 Norm, jks : ky > ka (9 = dr ) 


q=p" 


所 取 的 : 对 于 x E ky, 


Normg,, /ka (7 ) = gi tate ta) Lg DaD) yp DY, 


空间 ， 并 且 有 表示 p: Gal(K,/K) > Aut V, 
则 存在 满足 以 上 条 件 的 G 使 得 V /是 G(K,). 

RG 是 上 的 单 群 概 形 , 使 得 p 是 不 可 约 表示 . 因为 V 是 F, CASES fe) 
空间 , 所 以 投射 p 子 群 在 V 内 的 不 变 向 量子 空间 V A {0} ( 见 [333] p.146), 
并 且 p(V'?) CV. 因为 p 不 可 约 , 所 以 站 =V, BN 了 在 V 上 的 作用 是 平凡 
的 . 也 就 是 说 p 是 弱 分 歧 的 . 

我 们 应 用 R 是 严格 Hensel 环 的 假设 , 则 在 表示 p : I, > Aut V F {oe 
Aut V | op(T) = p(r)o, VT € I} E+ ARE. KAA I Fe SORE, 故 必 有 
pL) CF. 而 pp 不 可 约 , 故 V 是 下 上 的 一 维 向 量 空间 . 

现在 G 设 交换 有 限 étale K PAE, 并 且 存 在 正 整数 m 使 得 乘 p™ 为 的 零 映 
HY. WG; A G 的 Jordan-Hélder 合成 列 的 因子 . 则 对 每 一 个 i, 存在 特征 p 的 有 
限 域 i, 使 得 对 于 K 群 概 形 Gi, 有 环 同 态 F; 一 End(G;,). 


2.3 连通 分 支 


) . X AA J. 
像 前 面 一 样 , G 的 单位 元 e 是 指 单位 态 射 E : Speck 一 C 的 像 中 的 唯一 元 素 . 以 
G 记 概 形 G 内 包含 单位 元 e 的 连通 分 支 WW G 为 G 的 开 子 集 . 在 G 上 具有 


像 前 面 一 F, 由 群 所 组 成 的 范畴 记 为 Gr. 设 8 为 概 形 , G 为 局 部 有 限 展示 S 
和 群 概 形 . 对 于 s e S, 以 k(s) 记 s 的 剩余 域 , UG, 记 Ge@s k(s), 即 G 在 s 上 的 


第 二 章 ETALE 群 概 形 -171- 


纤维 (这 里 的 @k(s) 是 指 以 Speck(s) > S 换 基 ). 则 G, 为 域 (s) 上 的 群 概 形 
因此 可 以 定义 G, 的 单位 元 连通 分 支 Go. 我 们 引进 S 群 函 子 


G? : Gch/S — 6r 
如 下 : 者 有 概 形 态 射 了 一 S, 则 取 
G°(T) = {u € Homs(T, G) | Vs € S,u,(T,) C G?}. 


问题 是 ，G? 是 否 可 表 为 群 概 形 ， 如 果 对 任 一 9 属于 单位 态 射 的 像 e(S), G 在 点 
g 光滑 (lisse), WWF G? 可 以 由 的 开 正 规 子 8 群 概 形 来 表示 (参见 [147] Vip. 


(4.4)). 


2.3.2 5 Hensel 局 部 环 相关 的 连通 分 支 


w (R,m) 是 Hensel 局 部 环 , U S WŒ Spec R. 设 4 是 有 限 尽 代数 , 则 4= 
[l-1 4 其 中 A; 是 Hensel 局 部 RR 代数 .以 工 记 Spec A, T; W Spec A, W 
T = [J Ti (无 交 并 ), T: 为 工 的 开 子 概 形 . KA T, 是 连通 的 ， AA T: 是 了 的 连 
退 分 文 . 

Vk 记 简 余 域 R/m, s = Spec(k) AS = Spec R WAA. 以 k 记 上 的 一 个 
代数 闭 包 . r = Aut,(k) = Gal(ks/k) (ks Æ k AWA). r 在 及 上 的 作用 
诱导 出 六 在 以 下 集合 上 的 作用 : 


其 中 k; = K(t;), ti 是 I; KHAA. 
从 有 限 9 RHE T HAR tr 集合 的 函 子 与 取 积 及 取 无 交 并 运算 交换 . 


(1) 7 在 T(a) 上 的 作用 的 轨道 是 工 (Qa), 所 以 下 是 连通 的 当 且 仅 当 元 在 全 (a) 
上 只 有 一 个 轨道 ( 即 志 在 T(a) 上 的 作用 是 传递 的 ), 这 就 是 说 把 了 写作 它 的 连通 
分 支 的 无 交 并 等 同 于 把 人 本 (Qa) 写作 的 轨道 的 并 集 . 

(2) 五 xs T; 是 连通 的 当 且 仅 当 工 (a) A Ta) 只 有 一 个 点 , 当 且 仅 当 ,/k 
或 hk;/k 是 纯 不 可 分 扩张 . 

(3) HAH T, =T xg {s} 的 连通 分 支 是 {人工 }。. 
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2.3.4 ”有限 平坦 群 概 形 的 单位 连通 分 支 


命题 2.3.2 i& RX Hensel 局 部 环 , vA Siz Spec R. KG AAR S 和 群 概 形 . 
rhe: 9 一 G 记 C@ 的 单位 截面 . 包含 e(5) 的 G eect nes G°. GAG 


ARE RR 代数 , 并 且 A = [];_, Ai, Spec A; WG 的 连通 分 支 p G° 为 G1. A 
Ñ S = Spec R Æ G? = Spec A; 的 闭 子 概 形 , 4; 是 Hensel 局 部 RRA, 所 以 S 
与 G? 的 剩余 域 均 是 k， 由 命题 2.3.1 的 (2) E4 G; xs @ 是 连通 的 . 在 群 运算 
H: GxsGoGFaG; so RAEM GG’, 但 GiG? D Gie(S) = Gi, 所 以 
G:G° = Gi. 于 是 G°G@ = X e(S) EKER 1: G 一 G FAA, 即 有 交 
换 图 


于 是 .G”= G?. 这 样 我 们 就 证 明了 G 是 G HIBAH AIRI T PERAI. 


考虑 映射 
Y) : G xs @ — G 


(g, g9?) — gg°g™* 


2.4.1 “单位 蕉 面 的 连通 分 支 


EH 2.4.1 设 尺 是 Hensel 局 部 环 . vA Siz Spec R. 4 G 为 有 限 S 群 概 形 . 
以 E: 一 G 记 G 的 单位 截面 , 包含 e(5) 的 G 的 连通 分 支 记 作 CG. 风 

(1) 存在 Hensel 438 RARA A, 使 得 A 与 R 的 剩余 域 相同 , HAG = 
Spec A. 

(2) G? 为 G 的 闭 子 群 概 形 . CAG 的 平坦 正规 子 群 . 

(3) 商 群 G/G? 存在 ( 记 之 为 Get)，Get 为 étale S HH. 


0 — G@ — G 5 Gt — 0. 


称 此 序列 为 G 的 连通 étale 序列 (connected étale sequence). 此 序列 由 以 下 条 

the: 若 有 同 态 G 一 H, 其 中 AH étale 9 HRY, 则 yp 的 核 包 含 G9, HAM 
态 G* $, H 444 y= yop. 

O ER 由 前 一 节 命题 2.3.2 知 G9 为 G 的 有 限 平坦 正规 闭 子 群 ,又 根据 有 限 

群 求 商定 理 (定理 1.9.1) 知 , 存在 商 群 概 形 G/G” = G*. 因为 G = Spec A, 所 

以 [G° : S| 取 常 值 rankR4. 因此 从 G 一 S 有 限 平坦 , 得 知 Ge 一 S 有 限 平坦 ， 


并 且 有 等 陈 
IG: S] = [G* : S\[G°: S]. 


由 于 G? 是 G 的 开 子 概 形 , 单位 截面 G*"/G? = S 是 G/G? = Ge 的 开 子 概 
形 , 因此 Get 一 S 是 étale 态 射 (用 引 理 2.1.1). 

设 o 是 从 一 个 连通 S 概 形 到 一 个 étale S 概 形 互 的 群 同 态 , W wo 的 像 含 于 
H 的 单位 连通 分 支 H? A, m H Æ étale, 所 以 H? 等 于 单位 截面 , Wy 是 平凡 的 . 
于 是 , 着 有 wo : GH, H étale, Nj Kery 2 G°. AKA y: CGI]/G = Ge — H 
使 得 下 图 交换 . 定理 2.4.1 证 毕 . C 


同上 , 设 R Æ Hensel 局 部 环 , m 是 R 的 极 大 理想 ,hk = R/m, s = Speck X 
S = Spe R WHA. 则 包含 态 射 {s} 一 S 诱导 出 群 同 构 


nm = 7({s},a) — 7(S, a), 
其 中 mw: Speck 一 S 为 s 上 的 几何 点 ,为 的 代数 闭 包 . 于 是 


(FEt/S) — (FEt/S) 
Y — Y, 


是 范畴 等 价 , 所 以 有 限 étale 9 群 概 形 H 完全 由 有 限 t HE Ha) 唯一 决定 . 

我 们 现在 来 考虑 Get(a). 由 于 G Gt 是 有 限 态 射 , 所 以 Gla) 一 Get(a) 
ya. 另 一 方面 Ker(G(a) 一 Get(a)) = Cla) 只 有 一 个 元 系 , 所 以 Gla) 一 
Cet(a) 是 单 射 . 于 是 Ga) AMF Ce (a). 这 就 是 说 Ge A r E G(a) 完全 决定 . 
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2.4.2 ”一 些 特殊 情形 
命题 2.4.2 设 尺 是 Hensel ARK, m Æ R 的 极 大 理想 , S = Spec R, G 为 
有 限 平 坦 9 群 概 形 . 


(1) 如 果 R/m 的 特征 为 0, 则 GP = S,G=G"; 如 果 R/m 的 特征 为 p > 0, 
则 C 的 阶 是 p HAR. 


只 需 考 虑 连通 群 概 形 的 情形 即 我 们 可 以 假定 G=G", R= k 是 域 . 
右 域 上 特征 为 0, 由 本 命题 的 结论 (1) 可 推出 (3). 
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这 融和 是 说 G 的 单位 元 lc 可 以 看 作 G 的 闭 子 概 形 Spec(A/I). 把 G(B) 写成 
G(B) = A* 8r B, 由 此 将 f € h 看 作 G(B) MRR: f(r) = (zx, f} (x € G(B)). 
TH g(le) =0 (Vg € I). 把 A 看 作 R1+7. H [g = OB [a] f(x) = [0] f(x) 


(4) 设 域 k 的 特征 为 了 > 0, G = Spec A ŁA R k 和 群 概 形 . UNRWA 
fe FA, 则 Grea = Spec( A/N) 是 约 化 概 形 ， 由 于 我 们 假设 有 是 完全 域 , 所 以 


Grea 一 Speck 十 étale. 


0 Ge | ra 0 
Gred 
中 态 射 o 是 同 构 . 于 是 得 到 半 直 积 GG ™ Grea L 
2.5 te W Æ 


在 本 节 我 们 设 R 古 离散 赋值 环 ， K 是 RAR, m 是 R 的 极 大 理想 ,x 是 
m 的 生成 元 ,有 = R/m 是 剩余 域 . 我 们 假设 K 的 特征 是 0, k 的 特征 是 p > 0, v 
是 R 的 赋值 , v(x) = 1, e = v(p) 是 绝对 分 歧 指数 . 
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5.1 给 定 环 下, 设 G 是 一 个 交换 S 群 概 形 ， 如 果 有 环 同 态 FF 一 
End G, 则 称 为 S 上 的 F 模 概 形 (module scheme). 

nwGeS LW FRB. ET > T ASMA, WA FPF RAMA 
G(T) > G(T"). XÆ G = Spec A, Æ t c F WAIK t: GoG, 则 t 对 应 于 
Hopf 代数 日 同 态 [t]: A 一 A. 对 于 任 一 S HÆ T, ze G(T), f€ A, WA 


(FIE) = f(ta). 


议 F AAR, GW F RMB. 如 果 IG = |F|, We G 为 Raynaud F 
模 概 形 (Raynaud F-module scheme). 


2.5.2 ”基本 特征 标 


REAR 9 个 元 素 的 有 限 域 (q =p"), Wu = Wo_i1(K) 记 KK 的 代数 闭 包 KK 
中 的 q 一 1 次 单位 根 群 . S M = Hom(F™, u). XF xE M, 定义 x0)=0. È 
wucR,xyeM. wR 


F — R — k = R/TR 


是 域 同 态 , 则 称 x 为 基本 特征 标 . 如 果 x 是 一 个 基本 特征 标 , 由 于 FF EAR, 
所 以 任 一 基本 特征 标 必然 形 如 X2 ,0 和 1i <7r. 并 且 有 x? = y. 所 以 基本 特征 


人 {Xihies, 其 中 指标 集合 I 可 以 看 作 Z/rZ 上 的 齐 性 空间 使 得 


x HAA Teichmüller 特征 


it G = Spec A 是 一 个 Raynaud F RÆ. HF |G| = |F|, 所 以 G(K) 是 一 
E F [alee la). GK) 所 决定 的 常 值 群 概 形 G(K) xz 就 是 GE = Spec(A Qpr K). 
所 以 Gr 在 上 同 构 于 常 值 群 概 形 Pe. 这 样 就 可 以 把 A Br KEEF EKK 
值 函数 . 利用 基本 特征 Daher, 上 的 KE ERIR K 向 量 空 间 , Ies X, 


作用 我 们 得 到 


其 中 


KHAL SK = Kp, AARE I BREF BX, X I HR, W 


= x; (G =). p 
所 以 X? = 6: Xian, HP 6; = ġ/ci E€ R. UB 记 由 X; 所 生成 的 4 的 有 R 子 代 
数 . 则 单项 式 


令 4* = Hom,(A,R), Æ A* OK 看 作 群 代数 K[F], WF s e F, WA id 
KIF] 中 对 应 于 s 的 元 素 , 则 和 s+t = oat, IF AK f e A, WANS) = f(s). 对 


在 下 一 小 节 我 们 将 证 明 w Æ RPA. 于 十 


RĪ{Y; | i e A = {å € K[Y]] | (A, f) E€ R, Y f € RIX |i € .用 上 
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由 于 R[X,] C A, RIY] C A*, 又 有 
A= {AEF 9K| A, HER YfEA, 
FE A = R{X: | i © IY. 


2.9.4 Wy 和 w; 的 计算 
我 们 来 计算 wy. 
我 们 以 m: 4 一 4@4 记 Hopf 代 数 的 余 乘 法 , Up: A4@A 一 A 记 4 的 


这 十 因为 对 于 je Am(f)=f@14+1@f4+Y f SS", 其 中 的 求 和 是 对 于 
所 有 XxxX” = x 所作 的 , 而 ely, f” € Ly. 


问 定 Xi, X2 使 得 XiX2 = X ESPs FeV X1 '(s)xz (t), 然后 对 s, tK 
Al, 得 
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WKRs=rut=rvutv=l1,reF*, We 


其 中 J 是 Jacobi 和 : 
(2) X1 >= L, X2 一 


75 re FAA Ba FASE OCA eh ROE Fr. 同上 , Fr = Spec A. 把 4 看 作 
F ELAN RRB. 对 于 a € F, We, WRS {a} 的 特征 函数 . 则 {eo | ae F} 
为 R A 的 基 . RITA EZ = Ea, EoEs = 0 (a Æ b). Hopf 代数 的 余 乘 法 是 


而 且 {e, |a 40} 生成 增 广 理想 I. hte FX 所 决定 的 同 态 和 由 : A> AHE e M 
为 Et—10. 

M 由 乘 性 群 同 态 X : FX 一 Hi C RRAK. 于 是 了 由 sy := doer X(a)Ea 
所 生成 . 易 见 i 


Ey Ey” 一 EX) (2.1) 


M(Ex) = Ey Q) l + 1 &) Ey 十 N Wyr yEy Ç?) Ey. (2.2) 


XX” =x 
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ia (oh R REM Fe 的 Cartier 对 侦 D(F)p = SpecA*, HF A* = 

Hom pis (A, R). 我 们 以 {X | ae F} id RK A* 的 基 , 则 AeA = Aeth, mA?) = 
Al Q A’, A (Eb) = Jas. Hopf 代数 A* 的 增 广 理 想 产 ={y roXe | Era = OF. 

对 于 te F, AIA [t]* : A* 一 A*, 其 定义 为 四 *(X) = A’. Hopf 代数 A* 的 

增 广 理 想 r 内 的 IX 的 生成 元 是 ex = Dy (a). (4 x #1) Me, = 5A — A? 

(Sx = 1). 7* 的 基 {e} 对 偶 于 工 的 基 {(g 一 1)ey}. 于 是 由 上 面 的 (2.1)、(2.2) 


式 得 到 
Cy Cy 一 (q 一 L) Wy yr eyy’, (2.3) 
1 
Mm (ex) = ey @1L+1B ey +- N Cy co ex (2.4) 
XX" =X 


ae 6 为 一 个 了 次 本 诛 单 位 根 , & R = RC). RE—TmMERS yY: Ft 一 
up(R). 考虑 F 模 概 形 的 RAH 


F — D(F) 


at— arp, 


在 这 里 我 们 把 ap: F > (D) c DX 看 作 D(F)x(R) = Home,(F, D*) 的 元 
R. 对 应 于 此 态 射 的 代数 同 态 是 
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则 pp .… x。o mw … 等 于 用 元 素 waa 作 乘 法 ， 由 乘法 和 余 乘 法 的 结合 1 


wn = — l Wa) Xn), (2.7) 


因为 9(X)9(X 一 ) = qx( 一 1) 对 于 任意 的 XX 关 1 成立, 所 以 有 


q n—i 
Wy, Xn Wy=? ea y7! 一 (5 — 7) o (2.8) 


thn: Z/pZ 一 W (RR) 为 非 平 凡 特 征 标 , 令 前 面 的 加 性 同 态 $= mo tr, 其 中 
tr: F > Z/pZ AWE. 则 Gauss 和 有 性 质 g(x?) = g(x). 于 是 我 们 得 到 


WyP .xP WY, ,Xn (2.9) 


以 C 记 有 理 数 域 Q 的 代数 闭 包 Q 内 在 Q 上 添加 (q 一 1) 次 单位 根 所 得 到 
的 扩 域 (q = p°), LA Fr id Gal(C/Q) FÆ p 处 的 Frobenius 元 . $ R, = {x € 
RI|ZFr(z) =x}. 由 (2.9) 式 即 知 wy... © Ri. 

现在 设 x = TI; Xx, 其 中 1 为 基本 特征 标的 个 数 ，x; 为 基本 特征 标 ， 


0 < vw; < p—1. Ww tw. ye Xo xo SA Wi W Wy,» vi (这 里 的 


v1 个 vy 


w, 和 wi 与 上 一 小 市 末尾 所 定义 的 相同 ). 由 (2.9) RA w 与 1 EX, 我 们 以 w Ww 
wi 的 公共 值 . 由 (2.8) 式 得 知 w, Fl w 在 局 部 环 (Ri) PATI. 

Bk = R/tTR 为 剩余 域 . KF MIE D(F)r 的 作用 把 增 广 理想 I* BRA 
I*, 所 以 F EAE IJI? 上 , 也 就 作用 在 Homa(I*/I*?, k) 上 . 

另 一 方面 , 对 于 任 一 玉 概 形 了 # D(F)r(T) = Home, (Ft, I(T, 67)). W 
TH kle)/e?, 我 们 便 得 到 HomRp(T* /1 k) = Home, (F+, kt). 

现在 加 进 FRA. wR h: Ft okt 是 群 同 态 , Wh) = 1, HAA 
F+ 作用 下 的 特征 同 量 当 且 仪 当 所 是 乘 性 的 . Bh: Fok AAA. 于 是 F* 
在 Homp(I*/I*?,k) 上 (从 而 在 I*/I** 上 ) 的 作用 的 特征 标 是 基本 特征 标 Xx;. 这 
就 是 说 : Se; 为 ev, & He Æ II PH, WW {6;} A I/I Onk WE. 
为 D(F)r Ork 同 构 于 ul, 所 以 大 代数 A* Spr k 以 {E;} 为 生成 元 , 并 且 满 足 条 件 
(E;)? = 0 (参见 [147| XVII, Appendice IT). 
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以 上 的 讨论 说 明 


| | ef 40 mod p, “三 0 mod p. 


5 (2.3) 式 比较 我 们 得 知 wx 在 Ri 内 可 逆 以 及 侯 三 0 mod p. 

下 一 步 我 们 考虑 这 样 的 X = Txt, x” = [1 xi, 它们 满足 条 件 x l 7 
X ,XX = xi. 所 以 存在 7 使 得 vi 十 v? > p. E A rk FA (E) = 
(2.3) 即 知 wx =O mod p. 于 是 由 (2. 2) 即 得 


m(ey,) =1@e,, 二 ev Q91 mod p. 
重复 作 n 次 余 乘 法 , 有 


则 有 
Mn(Ex,) = Ey, @1@-+-@14+---+1@---@e,, mod p. (2.10) 


同上 , wy = I, Xi Rn=)> n. 因为 m 是 代数 同 态 A (2.10) 式 即 知 
mn(ex) = ma (Tiai 把) 的 展开 式 中 e9 @ .…e8m 的 系数 三 1.… hl mod p. 
Fx — Fy Hl, 由 (2.1) RUK w, HEX, 时 系数 又 等 和 Wy. Ree 


Wy =ni! -n! mod p. 
同样 计算 m,(e?,) 的 展开 式 中 e8? 的 系数 , 得 出 
w=p! mod p. 


由 于 (p —1)! = -1 mod p, 我 们 得 知 w = pv, HP v X R PMB. 并 且 
v=-—l1 mod p. 


2.5.5 Raynaud-Oort-Tate 公式 


定理 2.5.1 BR CR. 设 {Xijiess 为 有 限 域 已 的 基本 特征 标 集 合 ， 

(1) 设 尽 中 存在 一 组 元 素 {ihes 满足 0 < v(6,) < e(= v(p)). AA = 
R[{X;, |ie SY/({X? —ôiXi |i c IY). 则 在 G=Spec4 上 存在 唯一 的 瓦 模 
结构 使 得 [s| Xi = Xi(s)X; Vie J, se F, HBG 是 Raynaud F 模 概 形 . 

(2) RR 上 的 任 一 Raynaud F 模 概 形 必 形 如 (1) 所 述 . 

(3) 设 Raynaud F 模 概 形 G = Spec A 和 G' = Spec A’ DA) HX? = 6, X44, 
fa XF 二 OX, 决定 , 则 有 FRAKAS, 它 对 应 于 4 A’: Xim aX! 其 
中 {aihes C RKE aiid = a? 0. 


W GK) > Kip Pw X;(P) 是 双 射 . 由 此 可 见 G(K) 有 唯一 的 1 维 玉 向 量 空 
闻 绪 构 使 得 


X;(sP) = xj(s)X;(P), v seF, PEG(K). 
ROAPEG(K). Ke = X;(P). 引入 同 态 
p: =Gal(K/K) — F*, 


使 得 X(e(o)) = g7. 这 样 便 得 到 多 在 1 维 尺 向 量 空间 GK) 上 的 作用 .由 
G = Spec A, HHRH F —> G(K): sœ sP 把 4 看 作 下 上 的 函数 , BX, €A 
对 应 于 axi HF PREM BI K RM Fe = Spec(Z¥ @z K). 可 以 同 前 面 
2.5.3 节 中 一 样 验证 ， 在 代数 余 乘法 mm : (ZF 8z K) (ZF @z K) @ (ZF 8z K) 
FARA AQA. XEM T G 是 和 群 概 形 . 

(2) 见 2.5.3 节 . 

(3) 直接 验 证 即 可 . 7 


2.6 展 


RETR, 在 本 市 我 们 仍然 设 REBUM, K 是 RR 的 分 式 域 , m eR 
的 极 大 理想 , t 是 m 的 生成 元 ,有 = R/m BRAM. 我 们 假设 K 的 特征 是 0,% 的 
特征 是 p > 0, v Æ R EIMA, v(m) = 1, e = v(p) EAA ABBA. 


2.6.1 提升 与 拓展 


我 们 将 Spec R 上 的 概 形 简称 为 RRB. RX 为 RR 概 形 . 通过 包含 映射 
Ro K 换 基 所 得 的 K 概 形 Xk RA X 的 一 般 纤维 (generic fibre), 通过 投射 
R —> k HÆ k IE Xe BRA X 的 财 纤 维 (closed fibre). 

TERI PAE ELL PPA oe: 

(1) 对 于 给 定 的 大 的 概 形 X,, 求 平坦 RM X, 使 得 XX; S Xi 此 时 我 们 说 
X, 提升 (litt) 全 R, Mii X Æ X, 的 形变 (deformation), 也 有 的 说 天 Æ X1 Æ 
RR 上 的 模型 (model). z 
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(2) 对 于 给 定 的 五 的 概 形 Xo, 求 平坦 RB X, XK S Xo. 此 时 我 们 
ti X Xo 2 R WAR (prolongation). 

nw X AAA RMB, Xr =X 8r K 为 它 的 一 般 纤 维 , Yo A XK 的 闭 子 概 
形 . 我 们 称 X 内 包含 Yo 的 最 小 闭 子 概 形 Y A 在 关内 的 概 形 闭 包 (schematic 
closure). 因为 Yo 是 美的 团子 概 形 , PRU Yo = YBp K. 设 U = Spec4 为 
X 的 仿 射 开 子 概 形 , 使 得 Xk NU = Uo = Spec ho (ho = A Br KK)， 如 果 
Yo N Uo = Spec(Ao/Io), HF Io X Ao 的 理想 , M Y NAU = Spec(A/7), 其 中 了 为 
Io 在 映射 4 一 4A Bp K FHWA. 因此 A/I 一 Ao/Io 是 单 射 , 所 以 A/T ac 
的 , FRY 在 及 上 平坦 .由 此 得 到 结论 : 概 形 闭 包 的 构 作 与 在 R CRAE 
换 . TE, WR X 是 RH, Yo 是 Xk 的 子 群 概 形 , WY 2X 的 闭 子 群 概 形 ， 
Y Æ R EFE. 进一步 , WR X 7 R EAB, WY 亦 有 限 , 并 且 对 于 fppf mth, 
A X/Y Hh R EWA RREK. 


2.6.2 SF Ashe 


设 Go = Spec Ao 是 交换 有 限 K 群 概 形 . Go 至 RR 的 拓展 (prolongation) 是 
指 一 个 交换 有 限 平坦 RERE G 使 得 Gx & Go. 此 时 G 必 同 构 于 Spec A, 其 中 
A 是 Ap 的 某 个 有 限 R FRÆ, WE A Or K = A 并 且 Ap 的 Hopf 代数 结构 诱 
导出 A 的 Hopf 代数 结构 . 如果 Go 是 单 群 ( 即 G(K) Æ% Gal(K/K) 模 ), 则 我 
们 称 G 是 单 群 (simple group). 

& Aj = Homxz(Ao, K), Gt = Spec(A*) 为 Go 的 Cartier 对 偶 . 设 


A* = {Me A*| Nf) E R, Y f € At. 


则 A* S Hom py: (A, R). Hopf 代数 ho HIRR m: Ap > Ap Bk Ap FEA LH 
导出 Hopf 代数 的 条 件 是 mm(4) CARA. 这 个 条 件 等 价 于 4* D A*A* (用 mm* 
ERE). 于 是 我 们 得 到 下 面 的 引 理 . 


2.6.3 Hopf 代数 拓展 的 序 要 条 件 


引 理 2.6.1 设 Ao 为 交换 Hopf K KH, A 为 A AR RFR, BLAOR 
K AQrK = Ao. 则 Spec A 为 Spec ho 至 民 的 拓展 的 充 要 条 件 是 ADA-A 
数 的 乘法 ) 及 A* D A*A* (用 m ERE). 


tw G” = Spec A”, G’ = Spec A' 为 Go 公民 的 两 个 拓展 . 如 果 存 在 Go AH 
G" — G' (B A” >A), 则 我 们 记 Gz > G. 
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w Gi = Spec A; (i = 1,2) A Go = Spec ho ZF RHATAR. FAA 
A; 和 Ap RH) R RÆ, WW m(A) = m(A,)m(A2) C (Ai @ Ai)(A2 8 A2) = 
A, Ag ® AA = A QA. 所 以 C = 5pec 4 是 Go 的 拓展 中 Gy 和 Go 的 最 
小 上 界 , Bl G = sup(Gi, G2)， 应 用 Cartier 对 偶 则 得 最 大 下 界 inf(G,,G2) = 
(sup(G1, G3))*. 

我 们 称 K 代数 ho 的 一 个 子 环 BA ho 的 阶 (order), MR B > RFE 
B Qr K = Ao. AA K 的 特征 为 0, 故 Go Æ étale (BN Ap 是 可 分 KK 代数 ), 所 以 
R E Ap 内 的 整 闭 包 (integral closure) 是 Ap 的 极 大 阶 . 由 于 决定 Go = Spec Ao 
的 拓展 G = Spec 4 WH A HH ho 的 阶 , 所 以 从 上 面 的 讨论 可 以 推出 下 面 的 
引 理 . 


2.6.5 ” 极 大 与 极 小 拓展 
5| 2.6.2 ”如果 存在 Go 的 拓展 , 则 Go 必 有 极 大 拓展 Gt 和 极 小 拓展 G. 


26.6 Go 的 合成 列 


命题 2. 6.3 kK GH Go 的 拓展 . KK (GY hocien FE Go 的 合成 列 (FP 
GO /GY 一 1) g 是 非 零 单 群 ). a 

(1) 存在 GO 的 唯一 拓展 GO 使 得 GO c GOH 诱导 出 GO c GOH, 进 
MEL, GOD /GO 2 GY /GY 的 拓展 

(2) 设 又 有 Go HA H 144 G > H, 8) GOD) /GO > HGt+D/HO, 如果 
GIT) /GY) = HG+) /HO) (Vj), A) G = H. 
证 明 (0) 我 们 首先 考虑 一 个 基本 的 情形 . KAR K 群 概 形 的 正 合 序列 


0 一 Go — Go — Go — 0 


KAT K 代数 序列 


设 G = Spec A Æ Go 的 拓展 . 设 4' 为 4 在 44 PUK, WIG’ = Spec A’ # Go 的 
唯一 拓展 使 得 G) 一 Go 诱导 出 G' 一 G, 并 且 G" := G/G 是 Go := Go/Go 的 
拓展 . 

(1) 用 (0) 对 的 G 阶 作 归纳 即 可 证 明 结 论 (1). 

(2) 对 合成 列 的 长 度 n 做 归纳 可 以 将 (2) 化 为 n = 2 的 情形 . 此 时 有 图 : 


0 GY) G G/G 0 
0 HW H ——— H/H” ———- 0 
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其 中 行为 正 合 序列 我 们 需要 证 明 的 是 : 如 果 左 、 右 的 竖 直 态 射 为 同 构 ， 则 中 间 
的 竖 卫 态 射 亦 为 同 构 .这 可 以 从 以 下 的 事实 推出 : 有 限 平 坦 R 群 概 形 范畴 是 
Spec R 上 的 交换 层 范畴 的 全 子 范畴 . 


2.6.7 ”拓展 作为 Raynaud SRB 
设 Go 是 交换 有 限 天 群 概 形 , K 是 K 的 一 个 代数 闭 包 , Y 是 Galois 群 
Gal(K/K). 则 Go 完全 由 邹 模 Go(KK) 所 决定 ( 见 2.2 节 ). 


命题 2.6.4 设 Go 是 交换 有 限 KK 群 概 形 , Go(K) ZF Z R. 又 设 有 交换 群 
G, Fo BAG — G, EI 1. Go(K) 上 的 作用 可 分 解 : 


N A 


Gr 


wR G X Go 的 拓展 , 则 End(G6) = End(Gt) = End(G-) 是 有 限 域 . 将 此 有 限 
ILA F, A) G, G+, G 均 是 Raynaud F 模 概 形 . 


2.6.8 ”拓展 Go 的 充 要 条 件 


命题 2.6.5 FRAR, |F| =q, q4 =p". Ap = Wo_i(K). RY; : 

Fx — 几 是 基本 特征 标 . 设 Go 是 KK 上 的 Raynaud F RHH. ik Y = Gal(K/K) 

在 Go(K) 上 的 作用 决定 的 特征 标 为 p : 多 一 FX, 则 存在 Go 至 民 的 拓展 G 的 

充 要 条 件 是 : 存在 人 A E Kx 满足 v(A) = 0 npp" (nk LOK Np <e 的 整数 )， 
使 得 


Xi(p(a)) = (At)? 


证 了 明 如 有 必要 可 以 用 G+ RE G. 于 是 可 以 假设 G Æ RER Raynaud F 
RIE. 由 Raynaud 定理 知 G 由 方程 X? = Xi 所 决定 . HFP EGIK), > 
Ti = X;(P). B r = izi BE zc? = A, 其 中 A; = TI on, r KX P £0, 
则 zi; #0, 于 是 z9 = A; 另外 , 2? = Xi(olo))zi (EF o € 2), 所 以 A = A; 
满 自 命题 的 要 求 . a 


2.6.9 “一般 纤维 的 拓展 


命题 2.6.6 假设 e< 了 一 1. RG RRMPI RAH, |G|=q=p". M 
除 同 构 外 , G 是 一 般 纤 维 Gk 的 唯一 拓展 . 
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WEAR 假若 G 不 是 唯一 的 , 则 G+ > G-. 基 环 扩张 不 改变 这 个 不 等 式 . 所 以 
可 设 RR 是 严格 Hensel 局 部 环 . 设 2 是 9 HTH, CNAME K NRA 
歧 扩张 , WG/P 是 交换 群 . 因为 |G| =p", 所 以 如 果 GE) EA S i, 则 多 在 
G(K) 上 的 作用 平凡 , BUY xt G/F 作用 在 G(K) 上 . 利用 命题 2.6.3 (2) 我 们 
可 以 假设 G(K) 是 单 乡 模 . 于 是 可 以 应 用 命题 2.6.4 得 知 G+ 和 G- 是 Raynaud 
F SLE, 其 中 F = End(Gx). 因为 RR 是 严格 Hensel 环 , PILL p C R. 故 G+ 
和 G- 的 结构 可 由 Raynaud 定理 给 出 . 又 知 同 态 G+ 一 G- 决定 一 组 ui ER, 
a; A 0 满足 6 = aa Oj. 选取 i 使 得 v(ai) 取 最 大 值 . WHO < vld), v(6;) <e 
le >(p—l1)v(a,). (Ap—1>e, MAU v(a;) = 0. 这 说 明 所 有 的 a BA RG 
逆 元 . 于 是 GT = G-. O 


WR. 它们 之 间 有 重要 的 联系 例如 Abel 慨 形 的 模 空间 的 日 同 构 群 是 线性 代数 群 . 


我 们 在 这 里 只 是 讲 一 些 初 等 的 理论 , 希望 能 帮助 大 家 阅读 几 位 获 Fields 奖 的 
学 者 的 工作 , 如 [259], [111] # [104]. 


本 饥 所 讲 的 是 定义 在 任 一 概 形 S 上 的 Abel 概 形 ， 为 了 更 好 地 理解 本 篇 的 
内 容 , 读者 应 当 同时 学 习 当 S 是 域 的 情形 . 我 们 建议 阅读 Mumford 的 优秀 作品 
[264]. 


3.1 刚性 引 理 


为 了 处 理由 S = Speck (k 是 域 ) 过 渡 到 一 般 的 概 形 时 发 生 的 某 些 问 题 , 我 们 
再 要 所 谓 的 刚性 引 理 (rigidity lemma). 


命题 3.1.1( 刚 性 引 理 ) 给 定 一 个 图 表 : 


V. 定义 连续 映射 1: oy oe A AEAEE F os 容易 
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所 定义 . 而 这 样 的 同 态 恰 是 使 得 7 成 为 环 层 空间 的 一 个 态 册 所 需要 的 额外 的 结构 ， 
所 以 7 实际 上 是 局 部 环 层 空 间 的 态 射 . 由 [142] 的 1.8 节 即 知 9 EAB HY A. 

现在 设 (2) 成 立 . Sn = foe. 我 们 来 比较 f 和 ”op. 设 Z 为 使 得 上 =7op 
成 立 的 X 的 最 大 的 子 概 形 , BZ = (f,nop) (A), 其 中 和 A CY xs Y AMAR 
子 概 形 . 我 们 只 要 证 明 Z= X. 在 上 部 分 的 证 明 中 我 们 已 经 证 明了 : 对 于 任 一 
te S, 如果 2 作为 集合 包含 p-1(t), UT W 5 在 t 处 的 任 一 Artin 子 概 形 , 则 Z 
包含 子 概 形 p(T). 这 意味 着 Z RA pH) SETA OU. 由 于 p RW, 
故 Z SAO p (Up) 的 开 邻 域 , 其 中 Do Æ t FER FAB. 特别 地 ,2Z 包含 形 
如 p-1(U) 的 开 集 , 其 中 Uo 是 s 的 某 个 开 邻 域 . S U AWE Z Dp (U) A S 
的 最 大 开 子 集 , 则 有 


teU p(t)c2Z 
<> p(t 与 于 一 2 无 交 
<> t é p(X — Z). 


由 于 p 是 开 的 , 而 Z 是 闭 的 , 所 以 p(X — Z) 是 开 的 . BEB U 是 闭 的 . 即 
Ui Æ S 的 既 开 义 闭 的 非 空子 集 . 而 9 连通 , WS = U. 于 十 2 三世. 
现在 我 们 设 (3) 成 立 . 通过 一 个 忠实 平坦 的 基 扩 张 S/S ( 即 2 = X), 我 们 
可 以 假定 X'/S’ 有 一 个 截面 . 由 条 件 (2) 4 f: X SY’ Æ n op’. 由 于 这 个 
性 质 唯一 地 决定 7, 并且 fr 下降 为 态 射 上 MELEN FEAN: S -了 (参见 
[146| 1.8, Th.5.2). H f =n op BIEN f =nop. a 


设 G 是 93 上 的 一 个 群 概 形 , S 是 连通 的 , p 是 平坦 、 固 有 的 , 以 及 对 于 所 有 的 点 
s E€ S, 都 有 H°(X,, Ox.) S kls). 如 果 对 于 某 一 个 点 s € S, HX, NG, HSH 
fs 到 gs 是 相等 的 , 则 有 一 个 截面 7 : S 一 G 使 得 


证 明 对 于 由 XxsY 到 GxsY KAH (S, pa) 和 [fo (La, €20 g1)] x 了 应 
用 推论 1.1.2 即 可 . 7 


3.2 初等 性 质 


如 末 概 形态 射 f : X 一 了 是 已 分 的 (separated)、 有 限 型 和 泛 闭 的 (uni- 
versally closed), WR f 是 固有 访 射 (proper morphism) ( 见 [27] II.4). +4 Y Æ 
Speck, 上 是 代数 闭 域 时 , 我 们 说 X 是 完备 往 (complete variety). ~4 k 是 复数 域 
时 , X ERIR. 


EEX 3.2.1 的 记号 下 ， 有 同 构 Os = xr.Ox (应 用 [144]. 7.8.8). 49 = 
Speck, k 是 域 时 , 我 们 称 Abel 概 形 为 Abel # (abelian variety). 一 维 的 Abel 


TE Fe 椭圆 曲线 (elliptic curve). WF r 是 固有 的 , 所 以 是 拟 紧 的 :; Mo 是 光滑 
的 , 所 以 是 局 部 有 限 展示 的 . 这 样 用 [145] §8 的 技巧 就 可 以 推出 x 是 有 限 展示 的 . 
WYER: 当 G 是 线性 代数 群 时 ，G 的 仿 射 坐标 环 是 Hopf 代数 , 但 是 Abel HE) 


证 明 Ot fou: 和 xsX 一 G 应 用 推论 3.1.3 (这 里 是 X 的 群 律 )， o 


推论 3.2.2 eR X ASE Abel MH, N) X 是 一 个 交换 群 概 形 . 
征明 HFX FX 的 取 逆 态 射 应 用 推论 3.2.1. 口 
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推论 3.2.3 oR XÆ- S 上 的 Abel RH, 则 对 于 给 定 的 恒 等 元 
E: S3X,X RAA S LAH. | 

证 明 OMX 上 的 两 个 S 群 律 应 用 推论 3.2.1. go 

51 3.2.4 KX FY ZS LMR. wR X ESLP, YES 
上 是 光滑 的 , 则 由 X EY 的 满 同 态 f : X OY 是 平坦 的 . | 

WEARS FX AY ES EPRI, 根据 [145] 的 817, 只 要 证 明 对 于 任 
一 8s € 5,s 处 的 纤维 的 态 射 fe: X,Y, 是 平坦 的 . 事实 上 , 因为 fe 是 满 的 , H 
Y, 是 正则 的 , 由 [146] I.4 中 的 推论 6.11 知 f 在 二 的 一 个 非 空子 集 V 上 是 平坦 
的 . 而 fe 与 平移 可 交换 , 故 fs TEV (在 群 概 形 Y 中 的 ) 任意 平移 上 平坦 . 于 是 f 
处 处 平坦 . a 

因为 Abel 概 形 是 交换 群 概 形 , 所 以 我 们 可 以 考虑 两 个 Abe 概 形 之 间 的 同 态 ， 
Abel 概 形 同 态 f: 4 一 B 的 核 Ker f 可 以 看 作 B 的 单位 截面 ep 的 拉 回 , 即 


Ker f =A xg S —— S 


,| h 


A— B 
AEE HH: Ker f —> S 是 5 群 概 形 , Ker f —> A 是 闭 浸入 (因为 sp 是 闭 浸入 ). 

我 们 称 Abel RMA f: 4 一 B 为 同 源 (isogeny), MR /为 满 射 并 且 f 
的 核 Ker f 是 有 限 群 概 形 . 我 们 称 群 概 形 Ker f 的 阶 为 f KOR (degree), 并 记 
为 deg f. 

由 Abel 秘 A 的 自 同 态 所 组 成 的 环 End 4 具有 非常 丰富 的 性 质 .， 例如 
End A 87 Q Æ Q 上 的 有 限 维 半 单 代数 , 4 上 的 丰沛 可 道 层 决 定 代数 End A @zQ 
的 对 合 (BRA Rosati 对 合 , 见 [264] §20, 189). 

wn AIBN. 由 a 户 a 十 a 十 … 十 @ 所 定义 的 概 形 A 上 的 自 同 态 记 为 na， 

se 


称 之 为 n He. 以 An BK Aln) 记 核 Ker(na). 
命题 3.2.5 KAAS 上 相对 维 数 为 g 的 Abel RH. 则 
(1) na 是 有 限 平坦 满 同 态 . 
(2) A, 是 S 上 的 有 限 平坦 群 概 形 ，A, 的 阶 为 n29. 
(3) na (F An) Æ étale 当 且 仅 当 5 的 任 一 剩余 域 的 特征 均 与 n LE. 
uE RH ALA i Fe lal ASN, 而 图 : 
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ACHR, Mon, 是 回 有 态 射 ( 见 [143] (5.4.3) (i)). 由 [264] §6 Application 2, p.62 知 
na 的 纤维 是 有 限 的 , 所 以 na 为 有 限 态 射 ( 见 [144], Prop.4.4.2). 由 维 数 的 考虑 
知 na 为 满 射 ( 见 上 述 的 [264] p.62). 根据 引 理 3.2.4, 我 们 得 知 na 为 平坦 态 射 
由 [264] p.64 的 命题 知 本 命题 的 绪论 (2)、(3) AH. C 

我 们 称 IMA, 为 Abel 概 形 A 的 p-Barsotti-Tate # (p-Barsotti-Tate 
group), 它 的 高 度 为 2g. 
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wre R 一 个 代数 整数 环 , 或 是 一 个 Dedekind 整 环 , 或 者 更 一 般 地 , 是 一 个 
Dedekind 概 形 ( 即 维 数 不 超过 1 的 Noether 正规 概 形 ). KK 是 RR 的 分 式 域 , p 
E RR 的 一 个 又 理想 , Ry ERE p 处 的 完备 化 , kp。 ER, 的 剩余 域 . RX ERS 
É. 令 Xr = X Or K, Xk, = X BR kp. Xk 通常 称 为 于 的 一 般 纤维 (generic 
fibre), Xx, PRA X Œ p 处 的 闭 纤维 .(closed fibre). 在 数论 中 常常 要 考虑 X, Xx, 
Xp, 三 痢 以 及 定义 在 这 三 者 之 上 的 代数 结构 之 间 的 关系 . 比如 , 对 于 给 定 的 K 上 
的 概 形 Yp $k REY 使 得 Y 9r K = .此 时 我 们 称 Y AY, HR 模型 
(R-model). Y 也 被 称 为 Y, 的 扩张 (extension) 或 拓展 拓展 (prolongation). X 
比如 给 定 ky 上 的 概 形 Zo, IK RWE Z 使 得 Z Sr kp = Zo. 此 时 我 们 称 ZA 
Zo 的 形变 (deformation). Z 也 被 称 为 Zo 的 提升 (lifting). 这 些 问 题 一 般 都 是 不 
可 解 的 ! 但 是 这 些 问 题 的 解答 对 于 数论 和 编码 都 有 重要 的 意义 . 

对 于 Abel 概 形 我 们 义 有 如 下 的 术语 . w K AR, v 为 天 上 的 离散 赋值 ，C， 
为 v 的 赋值 环 , m 为 6, RAHA, ko ARAM 6,/m。. HAA K EM Abel 
Be. 我 们 说 4 在 v 处 有 好 约 化 (good reduction), 如 果 存 在 C, 上 Abel 的 概 形 A, 
使 得 AS A, Xo, K (EI A, 是 4 的 C 模型 ) (参见 [151], IX 2.2.9.1, p.335). 如 
来 存在 K 的 有 限 扩 张 K UKR v 在 K' 上 的 一 个 扩张 v', 使 得 4 xg K' 在 v 处 
有 好 约 化 , ME A 在 v 处 有 潜在 好 约 化 (potential good reduction). 进一步 , 设 
有 一 维 局 部 Noether 正则 整 概 形 S, 其 有 理 函 数 域 记 为 K. Riia K 上 的 Abel 
ik Ar Æ S 上 有 半 稳 定 约 化 (semi-stable reduction), 如 果 存 在 S 上 的 光滑 概 形 
A 使 得 Ax S A xs K, 并 且 对 于 任 一 s € S 都 有 正 合 序列 


0 — T; — A? — B, — 0, 


其 中 40 是 4 在 s 处 的 纤维 A 的 单位 连通 分 支 ， B。 是 Abe MH, T, 是 环 面 
(torus) (参见 [151], IX 3.4, p.349). 

我 们 先 就 椭圆 曲线 的 情形 说 明 上 述 术 语 . 设 K 是 局 部 域 , v 为 K 的 离散 赋 
IE, O, 为 v 的 赋值 环 , x 是 6, 的 极 大 理想 的 生成 元 , 剩余 域 k, 是 素 特 征 的 有 限 
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域 . KE AK 上 的 椭圆 曲线 . 则 五 的 最 小 Weierstrass 方程 定义 了 CO, 上 的 概 形 
By. FÆ E = E, Xe, ky 就 是 E mod r 的 约 化 (reduction mod r, 见 [347] VII 
81,2). 此 时 有 两 种 可 能 : E ARA (cusp, 此 时 我 们 说 BB 有 加 性 约 化 ) R EAF 
稳定 约 化 , 在 忆 有 半 稳 定 约 化 时 又 有 两 种 可 能 :名 有 结 点 (node, 此 时 我 们 说 到 
ARESE) R E R ( 即 五 有 好 约 化 ) (参见 [347] VII 85). € EAA, 则 
E|p"| = Z/p"Z (n > 1) Be Elp"| = {0}; 在 第 一 种 情形 我 们 说 巨 有 通常 好 约 化 
(ordinary good reduction), 在 第 二 种 情形 则 说 有 超 奇 异 好 约 化 (supersingular 


good reduction) ( 见 [347] V Theorem 3.1, p.137). 上 述 的 各 种 情形 可 以 列表 
如 下 : 


加 性 约 化 
REAME 
半 稳 定 约 化 通常 
yk 
好 ste} IAR 


对 于 一 般 的 Abel 概 形 , 情况 就 比较 复杂 了 . 我 们 来 列举 一 些 结 果 . 这 些 结果 
ARE 20 世纪 60 年 代 的 定理 , 不 过 证 明 都 在 多 年 、 甚 至 二 十 多 年 后 才 有 人 发 表 . 这 
给 我 国 的 学 生 与 教师 带 来 的 困难 是 不 可 形容 的 . 

I. Mumford (1968) 有 这 样 的 定理 : 

定理 3.3.1 ik £444 p A 0 HR, X 是 上 上 的 Abel 4. 则 存在 特征 0 
的 整 环 , 环 的 满 同 态 Rk R L Abel MH X, 1444 X Opk & Xo. 

这 个 定理 的 含意 是 : 特征 p 的 簇 必 可 提升 至 特征 0. 证 明 见 [275] p.430. 

II. % RW Dedekind BH, K 为 R Nash, X 是 光滑 分 离 有 限 型 K 概 形 ， 
X 是 光滑 分 离 有 限 型 RBG. RINA X Æ X, 的 Néron 模型 (Néron model), 如 
AX Or K = X,, 并 且 对 于 任意 光滑 RR 概 形 和 任意 KK ASN u,: Y Or K 一 X,, 
部 存在 RAH u: Y — X HG ur K = u. Néron(1964)-Raynaud(1966) 有 
以 下 的 定理 : 

定理 3.3.2 K 上 的 Abel ALA R Lig Néron 模型 . 

WERA 见 159| p.19 Thm.3. 口 

Tl. nik kK 有 离散 赋值 v,K。 为 KK 的 可 分 闭 包 , 5 是 v 到 KK。 的 某 一 扩 
hk. 以 了 (DT) wt ARER. i Galois 群 Gal(K,/K) 作用 在 集合 S$ 上 .我们 
说 S 在 v 处 是 非 分 歧 的 (unramified), 如 果 I(v) 在 S 上 的 作用 是 平凡 的 (E 
g:s=s, VgEl(v), seS). 

wAA K EW Abel te 对 于 与 KK NRERAN BRA m, 令 Am = 
Hom(Z/mZ, A(K,)), 即 是 说 : Am BANK, A, RY BR m. 1 是 素数 ， 
LANES K 的 特征 . > 


T,(A) = {mAn = Hom(Q;/Z;, A(K.)). 
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则 Gal(K,/K) 在 4 上 的 连续 作用 导致 连续 的 ! 进 表示 
pı: Gal(K,/K) — Aut(T;(A)). 


我 们 假设 ! 不 等 于 剩余 域 K 的 特征 . 在 [336] 中 证 明了 以 下 定理 : 

定理 3.3.3 (1) (Néron-Ogg-Safarevit 条 件 ) A Æ v 处 有 好 约 化 当 且 仅 当 
T(A) Æ v FDR. 

(2) A 在 v 处 有 潜在 好 约 化 当 且 仅 当 p,(I(0)) 是 有 限 的 . 

IV. RK 为 有 理 数 域 Q@ 的 有 限 扩 张 , KK 为 KK 的 代数 闭 包 ， 设 1 为 素数 ， 
Gal(K/K) 在 Tate 模 (4) 上 的 作用 所 决定 的 表示 记 为 p. Faltings 证 明了 以 下 
EH: 

EH 3.3.4 (1) p 所 决定 的 表示 (A) 97 Q 是 半 单 的 . 

(2) 映射 Endk(A) ®z Z; 一 End,(T;(A)) 是 同 构 

这 个 定理 本 来 是 Tate 的 猜想 . 对 于 有 限 域 上 的 Abel 簇 相应 的 结果 是 Tate 的 
定理 ( 见 [371]). 在 函数 域 的 情形 是 Zarhin 1974 年 的 工作 . 从 这 个 定理 Faltings 
推出 了 下 面 Safarevi 的 猜想 : 
定理 3.3.5 KARA 8 的 元 素 为 KK 的 赋值 的 等 价 类 . 设 d 为 正 整 数 . 对 于 


K L#& Abel # A, 如 果 要 求 4 在 S 外 有 好 约 化 , 并 且 具 有 次 数 为 d 的 极 化 , 则 这 
样 的 A 只 组 成 有 限 个 同 构 类 . 


这 是 Faltings 获得 Fields 奖 的 工作 , RRE [111]. 与 此 有 关 的 有 Fontaine 
的 定理 :不 存在 定义 在 Q 上 维 数 不 小 于 1 Abel A, 使 得 4 对 于 所 有 的 有 
好 约 化 . 

V. WS we —#E Noether 正则 连通 概 形 , K 为 5S 的 有 理 分 式 域 , Ak WK EN 
Abel #%. Grothendieck 证 明了 : FE K 的 有 限 Galois 扩张 K’, 使 得 Ax Qg K' 
在 S” LA FFE EAM, 其 中 S' 为 5S 在 K’ 中 的 正规 化 (normalization). 


A-H Abel MY . 195 . 


Cw 内 的 态 射 是 指 从 RI) R 的 局 部 W 代数 同 态 . 

又 引入 范畴 Cy, 其 对 象 是 完备 局 部 Noether W 代数 CO, 使 得 对 于 任意 正 整 
An, WA CO/m € Cy. 

HE k EH Abel He Xo. WIRE Cw, & MR) AMAA (X, y) A 
成 的 集合 , HX AR EB Abel MIB, y: X 8rk > Xo 为 同 构 (M(R) 称 为 
Abel ARMS (local moduli)). Grothendieck (1960) 有 以 下 的 定理 : 

定理 3.3.6 存在 自然 同 构 


Home, (W[[t1,1,---ty,gll,R) > M(R) 


其 中 RE Cw, g = dim Xo. 


这 个 定理 意味 着 函 子 M: CE 一 Gets 在 范畴 Cy 内 可 表 . 证 明 见 [289] p.273. 
VIL. RRM p 在 环 RARS, IARKH RAHM. 令 Ro = R/TI. RR 上 的 


这 里 我 们 以 Ag[p™] 记 ho 的 p-Barsotti-Tate 群 im Ag (p"|. Serre-Tate (1964) 证 


ARS LA FER: 
定理 3.3.7 tT 


A(R) — Def(R, Ro) 
At— (A OR Ro, Alp™], n) 
RICE, 其 中 7 是 自然 同 构 


4[pe] ®a Ro & (Ao Br Ro)lp™]. 


此 定理 的 证 明 见 [189] p.143 或 [250] Thm(2.3), p.166. 

设 上 为 特征 p > 0 的 域 , 为 的 代数 闭 包 . 我 们 说 有 上 的 g Abel EM 
常 的 (ordinary), 如 果 A 上 的 阶 整除 p 的 有 理 点 的 个 数 是 p39 (WL [347] p.137, 
[94], [168]). 

Wk 是 特征 p > 0 的 代数 封闭 域 . 以 CC 记 以 为 剩余 域 的 局 部 Artin 环 所 组 
成 的 范畴 . 对 于 给 定 的 上 的 Abel i, € XAT 


从 于 判断 p-Barsotti-Tate 群 Alp™] ERN Alp™ 的 提升 . 
以 A’ 记 A 的 对 偶 Abel 簇 (参见 [264] §13). 如 果 A 是 通常 的 , 则 At 也 是 通 
mA. 此 时 Tate 模 克 (4) M 7,(A’) 均 是 自由 2 i, 并 且 存 在 自然 同 构 


| Alp™| S Hom(T,(A’), Gm) x (Tp(A) 8z, Qp/Zp). 
由 此 可 以 推出 函 子 M 同 构 于 CE 上 的 函 子 
R — Homz (T,(A) 8 T,(A*), Gm(R)). 


于 是 得 知 : 通常 的 Abel 簇 的 局 部 参 模 空间 M 是 群 概 形 ( 见 本 小 节 的 定理 3.3.7). 

近 [263] 知 , 任 一 Abel 秘 必 是 一 组 二 次 多 项 式 的 公共 解 . 可 以 说 Abel HE 
“二 次 ”的 . 但 是 没有 办 法 决定 一 个 Abe 簇 的 二 次 多 项 式 , 故 亦 不 知 一 个 Abel 
RSDP ABA, 亦 不 知已 给 一 个 Abed 簇 是 否 一 个 模 空 间 的 点 ， 一 个 办 法 是 
把 问题 线性 化 ， 就 是 把 问题 化 作 一 个 线性 代数 的 问题 . 我 们 可 以 把 这 个 流程 记录 
如 下 : 


Abel $ë <2. p 可 除 群 & prH 


£, Dieudonné 模 +% DISPLAY 


其 中 DISPLAY 是 Zink 的 理论 , 见 [412]. 我 们 没有 见 过 任何 文章 或 书 详细 地 将 
整个 过 程 写 出 来 . 或 许 是 不 愿意 花 时 间 把 这 个 技术 说 清楚 , 读者 只 能 从 文献 中 摸 
aS. 上面 的 (1) 就 是 Serre-Tate EH, 可 是 他 们 从 未 发 表 过 证 明 ,，Tate GEIL 
骗 首 名 的 文章 是 多 年 后 才 发 表 的 . 比如 他 的 “Rigid analytic geometry”, “Finite 
flat group scheme” =. 义 如 他 的 1959 年 的 文章 直至 1995 年 (他 退休 后 ) ARE 
为 “Non-archimedean elliptic functions”. 第 (2) 步 是 指 TateB73] 命题 1， 至 于 
(3), 我 们 在 上 一 章 2.7.3 节 介 绍 过 有 关 文 献 . (4) 的 原始 想法 来 自 Mumford (没有 
RR), 现在 只 可 看 Zink 的 文章 了 . 

从 这 些 定理 可 以 看 出 有 限 群 概 形 ，p-Barsotti-Tate 群 ，Tate 模 对 于 Abel $% 
的 研究 的 重要 性 . 

最 后 还 应 当 提 醒 读 者 留意 B. Mazur 和 他 的 学 派 所 发 展 的 形变 环 的 理论 . 从 


这 个 理论 在 Fermat 最 后 定理 的 证 明 中 的 应 用 就 可 以 理解 形变 对 于 Galois 表示 的 
重要 性 . 
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此 定理 的 证 明 将 分 为 三 步 . 第 一 步 是 : 

命题 3.3.9 i% S =Spec(A), 其 中 4 是 Artin PRK. KRM A AKE 
想 , 了 是 4 的 理想 , 满足 条 件 嘱 .了 = (0). RRA: 蕊 一 9 为 一 个 光滑 固有 态 射 ， 
e: 8 一 大 是 一 个 截面 . A So = Spec( A/I), to = X Xs So. HOR Xo Æ So 上 的 
以 els, 为 恒 等 元 的 Abel HY, MX ZS 上 的 以 E 为 恒 等 元 的 Abel MH. 


证 明 kK = A/MM, X = X xs Spec(k), HS 
Ho : Xo Xs, Xo — Xo 
(x,y) > t — y, 


其 中 x,y 为 Xo 的 工 值 点 , 工 为 S$ 上 的 任 一 概 形 . VA id uo Æ X x 关上 的 限制 . 
我 们 首先 将 p 扩充 为 某 个 态 射 u: X xs X — X. 根据 [146] 1.3 中 的 推论 5.2, 
如 果 J Æ X KE, 则 存在 一 个 障碍 


b C H'(X x X, E (A ) Ok I), 


一 概 形 ). FJ — nix (2 = 1 ,2 ). 则 | Ho © gı = 1x,, Ho © 92 = (e oT )|x,. 所 以 
Lig © gi 和 Uo © Go METRA X AX 的 态 射 , 因而 相应 于 这 两 个 扩充 的 的 障碍 


Bi, Bo EH'(X, G0G,;"( 4) Qx I) 


WAS. 但 是 , 根据 障碍 简单 的 函 子 性 质 , 在 任何 情形 总 有 应 = gi (8), 所 以 


由 此 即 知 , 如 果 对 于 任意 a 都 有 g*a = ga = 0, Wa = 0. 竺 别 地 ， 8 = 0. 因此 
/ 存在 . 

应 当 注 意 的 是 uo 的 扩充 /并 不 唯一 . 还 是 根据 [146] I.3 中 的 推论 5.2, 所 有 
FMA H(X xX, Z2) (= H(X, J) @ 站 下 的 一 个 主 齐 性 空间 . 


BY pole, 2 - = E, 这 就 唯一 地 决定 了 Ho. 


, HAY A 。 A A/D, b DA 

hı ole ,€) = h2 0 (e,... ,€) = €. 进而 言 之 , 由 于 uo 定义 了 Xo 上 的 群 律 , 所 

以 hy = hs 定义 了 子 概 形 Xo Xs, Xo 上 的 群 律 . 由 推论 3.1.2 BIAI hi = ho. O 
第 二 步 是 : 


命题 3.3.10 A F AFELE Noether S 概 形 范畴 上 的 函 子 F: xt 
Tf:T-S, 


F(T) ={ T EA (cof, lp): T — X xg TAEAE X xs T 
上 的 所 有 Abel 概 形 的 结构 组 成 的 集合 }， 


则 所 被 S 的 一 个 开 集 U 所 表示 . 


延明 任 一 概 形 Y/T (这 里 Y 在 S$S 上 是 光滑 射影 的 ) 上 的 一 个 Abel 概 形 的 
年 构 实际 上 与 满足 若干 等 式 的 态 射 u: Y xz — Y (例如 jo (n,n) = n) 是 一 
els (这 里 的 u(x, y) = z- y 与 前 面相 同 ). 作为 Hilbert 概 形 存在 性 的 推论 , 我 们 
RWI TF ERAN HIE Y xp Y BY 的 所 有 函 子 的 概 形 Homz(Y xr Y,Y) (参见 
[141] exposé 221). 所 以 一 个 Abel 概 形 的 结构 是 Homr(Y xr Y,Y) 的 一 种 特殊 
的 截面 . WIRY =X xo T, 则 这 种 截面 的 集合 同 构 于 下 述 S 态 射 的 集合 : 


f : T — Homs(X XS X, X). 
Sq Ba: 上 面 提 到 的 若干 等 式 成 立 当 且 仅 当 f 可 通过 某 个 闭 子 概 形 Z c 
Homs(X xs X, X) 分 解 . 注意 , 这 里 所 说 的 任 一 等 式 都 形 如 y1of = yof, 其 中 
INX 


Vi: Homs(X Xg X, X) — Homs(X 久 S "从 9 X,X) 


征 东 种 典范 态 射 ， 它 表示 取 某 个 pURSAS, 投射 , 对 角 线 态 射 等 合成 的 
过 程 。 这 样 的 过 程 总 是 给 出 第 一 个 概 形 所 表示 的 函 子 到 第 二 个 概 形 所 表示 
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的 图 子 的 态 射 ， 由 [142] Chap.0, §8 知 : 任 一 这 样 的 态 射 总 可 由 某 个 概 形 的 

ASA GB. 取 2 为 子 概 形 (n, rA) (在 概 形 论 意义 下 ) 的 交 , 其 中 A 为 
INX 

(Homs(X xs: xs X, X) 的 对 角 线 . 

由 此 即 知 : 命题 3.3.3 SFR oO: 2 一 5 是 一 个 开 漫 入 . 但 是 命题 3.3.2 
faze © ASG EEA Fl EEN] ([146] 1.3 的 定理 3.1). 由 推论 3.2.3 知 囊 是 几何 上 的 
单 射 , 即 对 于 任 一 代数 封闭 域 O, F(SpecO) 最 多 含有 一 个 元 素 . 由 [146] 1.1 He 
理 5.1 和 [146] 1.2 的 推论 1.4 BA D ERRA. 口 

第 三 步 是 : 

命题 3.3.11 设 尽 是 离散 赋值 环 , KK 是 尺 的 分 式 域 , 1 是 剩余 域 , 下 是 光滑 

固有 REG, 并 且 X 的 一 般 纤 维 是 Abel K, 它 的 单位 eE X(R). WX Æ Abel 
R H. 
WEARS i X° Æ Xg AX, 内 包含 e 的 连通 分 支 的 并 概 形 . WW X EX 的 开 
TÆ. 由 [145]; (15.7.10) 知 X° 一 Spec R 是 固有 态 射 MA X° 是 分 离 RE 
形 X 的 财 子 概 形 . 但 XX 是 平坦 丸 概 形 并 且 具 有 连通 K 纤维 , 所 以 和 是 连通 的 . 
于 是 X =X. 由 于 域 上 的 有 限 型 连通 概 形 若 有 有 理 点 则 必然 是 几何 连通 的 , 所 
WX 有 几何 连通 纤维 . 

余下 下 要 证 明 : 可 以 把 Xk 上 的 群 律 扩 充 到 和 上 . 首先 , 由 固有 性 的 赋值 
判 列 准则 我 们 得 知 X 有 以 下 性 质 : 对 于 S = Spec RR 的 任 一 闭 点 s 和 任 一 局 部 
étale Os,s RR’, DAWN X(R’') > Xk(K'), 其 中 K' 为 R' 的 分 式 域 . 然后 
根据 [59] 中 的 4.3/2, 4.3/4 (的 证 明 ), 4.3/5 得 知 Xe 上 的 群 律 可 以 扩充 为 了 上 
的 双 有 理 群 律 . 最 后 用 同 书 的 5.1/5 得 到 结论 : 此 双 有 理 群 律 可 以 扩充 为 关上 的 
群 律 , 于 是 证 明了 和 Æ Abel R 概 形 . 口 

此 命题 原 见 [205]. 其 证 明 用 的 是 Weil 1948 的 语言 . 这 里 的 证 明 是 Conrad 
给 出 的 . 

要 完成 定理 3.3.8 的 证 明 , 我 们 只 要 证 明 命 题 3.3.10 中 的 集合 U 是 闭 的 . 为 
此 我 们 将 引用 以 下 的 所 谓 “ 局 部 可 构造 集 ( 见 [144], Chap.0 (9.1.11), [145]; §9) 
的 财 性 的 特殊 化 (specialization) 判别 准则 ”. 

命题 3.3.12 设 久 是 局 部 Noether 概 形 , U 是 外 的 可 构造 集 ， 如 果 对 于 任 
意 离散 赋值 环 及 和 任意 概 形态 射 9 = Spec R $ X, f(so) € U RF f(s1) EU 
(其 中 so 和 8, TAA S 的 一 般 点 (generic point) HAE), N) U Æ X HAE. 


证 阴 因为 这 里 考虑 的 都 是 局 部 性 质 , 所 以 我 们 可 以 假定 环 是 拟 暴 、 分 离 
的 , 以 及 U 的 团 包 是 X. 于 是 只 要 证 明 作 为 拓扑 空间 而 言 U =X. AAU 是 可 
ER, U EX Aa, 所 以 U Dee X 的 所 有 一 般 点 . 
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我 们 引用 赋值 准则 : 对 于 局 部 Noether 概 形 Y 内 的 任意 一 对 点 (y,n), 如 
Ry 在 9 的 闭 包 内 , 则 必 存 在 离散 赋值 环 R 以 及 态 射 S = Spec R 二 Y, 使 得 
f(s0) =n, f(s1) = y. 

因为 概 形 关内 任 一 点 必 在 的 某 个 一 般 点 的 闭 包 内 , 所 以 如 果 我 们 令 n BON 


X 的 所 有 一 般 点 ,由 赋值 准则 立 见 UV BE X 的 所 有 点 , 即 U = XX. 口 
3.4 p Hl BR A 
3.4.1 BT Æ 


HEEE S. 设 G 为 交换 S 群 概 形 . 

以 G(n) id ext ide), WER z 一 p” -x 的 核 . WAH G = lim G(n), 我 们 
称 G 为 p 扭 群 (p-torsion group) 5k p #¥ (p-group). WR p -ida : G 一 G 为 满 
同 态 , 则 称 G A p 可 除 群 (p-divisible group). 如 果 (1) G Æ p HH, (2) GÆp 
HI BREF, (3) G(1) 是 局 部 自由 有 限 9 群 概 形 ( 即 是 说 fppf E G(n) 可 由 局 部 自由 
AR 9 群 概 形 所 表示 ), 则 G RA p-Barsotti-Tate # (p-Barsotti-Tate group) 
(简称 为 BT # (BT group), 参见 [139] Chap. III.4). 注意 常 有 作者 称 BT BEX 
p 可 除 群 (如 Tate)! 对 于 任 一 s € S, G(n) 在 点 s 的 纤维 有 秩 p™ ©), HH h(s) 是 
S EN aa (ew. 当 h(s) RR AW, 我 们 说 G MSE (height) X h. 

天 于 BT 和 群 的 一 篇 非常 重要 的 文章 是 [373]. 补充 资料 : [309], 以 及 Shankar 
Sen 的 多 扁 文章 . 大 于 这 方面 的 一 本 名 著 是 [119]. 


3.4.2 Dieudonné 环 


wk ERIE p > 0 的 完全 域 . 以 W(k) idk K Witt 向 量 环 . 以 o 记 绝 对 
Frobenius, 即 对 于 a € K, oa = a”, 对 于 (Qo0,Q1,:…) E W(k), olao,@1,) = 
(a0,Q1,"… ). 我 们 引入 Dieudonné 环 Di = W(k)F,T). CH FAV 由 生成 
的 环 , 满足 以 下 的 生成 关系 : FV 一 VF = p, 以 及 对 于 任意 的 9 a E€ W(k), 有 


”如 果 一 个 D, ist M 看 作 W (k) 模 时 有 有 限 长 度 length), 我 们 就 称 M 为 有 
BR 模 (finite D,-module). 如 果 一 个 M 看 作 W(k) 模 时 是 无 扭 的 , 我 们 就 称 


ww (Fu)(m) = 
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(1) A p HATR k AFIT HE AR Dy, FRITS, 
(2) 从 p-Barsotti-Tate k 群 范畴 到 有 限 秩 自由 Dy ARID. 


当 我 们 把 基 概 形 从 Spec 上 换 成 一 般 的 概 形 时 , 则 没有 这 梓 的 等 价 . Berthelot， 
Bloch, Kato, Messing, de Jong 等 人 研究 过 此 类 等 价 性 问题 . 


3.4.3 “晶体 


上 面 的 定理 告诉 我 们 : 从 一 个 p-BT 群 可 以 得 出 线性 资料 (M, F), 其 中 
M = M(G) 是 一 个 有 限 秩 自由 WI(k) 模 下 : M > M 是 o 线性 单 映 里 ( 妈 
F(az) = o(a)F (x)) 使 得 pM C FM. 人 们 引入 以 下 的 定义 : 

定义 3.4.1 一 个 kk 上 的 晶体 (crystal) (又 称 已 格 (F-lattice)) 十指 一 个 偶 
对 (M,F), 其 中 M 是 一 个 有 限 秩 自由 Wk), F: M 一 M 是 o 线性 单 同 
5. 以 记 丰 的 W(k) 分 式 域 Frac(W(k)). —A k £4 Saal (isocrystal) (又 


从 kk 上 的 一 个 Abel 条 4 出 发 , 我 们 得 到 它 的 p 扭 点 概 形 4(co). 它 古 一 个 
上 的 晶体 . 因为 从 典型 群 得 出 的 Shimura E Abel aA, 而 Shimura fk 
是 Langlands 理论 的 中 心 研究 对 象 , 我 们 可 知 铝 体 理论 的 重要 性 了 . 


3.4.4 “等 晶体 
BA = > 0 为 有 理 数 , 其 中 r，s 为 互 素 的 正 整数 . 令 


定义 


则 (E>, F) AE, 等 晶体 (熟知 Z = W(E,)). Bk EME p 的 完全 域 . + 
E = Frac(W(k)) Do, E^. 


将 F ict W(k) 线性 扩充 定义 到 EA E, WBE k 等 晶体 (ER, F). 对 于 有 理 数 
A <0, REA A Ez 的 对 偶 空间 . 我 们 设 (ER, F) 为 (Frac(W(k)), x 一 o(2)). 
命题 3.4.2 Bk AGE p 的 代数 封闭 域 . 则 

(1) ER AF ih ( 即 不 存在 子 等 晶体 了 RA OAV G Ek) 

(2) 任 一 大 等 晶体 召 必 同 构 于 直 和 Be (Ee) (m, 为 正 整数 ，Xi = 
为 有 理 数 , mi，si 为 互 系 的 整数 , mi > 0). 
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的 科 率 序列 (slope sequence) 是 指 


(包括 重 数 按 升值 排列 , 此 序列 的 长 度 是 m = I myr: = dimpecwy E). E i 


Newton 多 边 形 (Newton polygon) 是 指 平面 上 的 多 边 形 OAA- Am, 其 顶点 
A; 的 横 坐 标 是 i, 纵 坐 标 是 斜率 序列 中 前 i 项 之 和 . 


现在 取 0 < 入 < 1 入 = £, r, s JERKER. 以 W(p) 记 lim(Ker p” : 
W(k) > W(k)), Hk 为 特征 p 的 完全 域 . 以 下 的 正 合 序列 决定 六 p-BT k 群 


命题 3.4.3 设 上 为 特征 w 的 代数 圭 闭 域 . 则 任 一 p-Barsotti-Tate.k 群 必 同 
Æ. (isogenous) 于 [],(G2)™. 


ne 


I. wu A SpecZ Bk Spec(Z/p"). 1% E MIE S 的 特征 为 p. 以 fo 记 5 的 
Frobenius HAA. WRG Æ S 上 的 交换 层 , 则 以 GP 记 fE(G). 

以 CRIS(S/=) 记 晶 体 拓扑 , 以 fs/cris Wmi Frobenius 目 同 态 . 如 
FE 和 tome cae ie 则 以 E? 记 fsı oris(E). 
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I. x F Æ mth CRIS(S/X) HE wR F Æ Oss 模 HAM - 
CRIS(S/X) REA u : (U',T’, 6’) 一 (U, T, 6) 所 得 出 的 态 射 ww* : Furs) 一 
Furs) 均 为 同 构 , WEAN F 是 Osz 模 晶 体 (module crystal). 

IMI. 设 > = = Spec(Zp) (Z Al p ERI), f = 


定理 3. 4. 4 (1) R’forts,(@4/s) 是 秩 为 2n 的 局 部 自由 COs/s 模 ， 其 中 n Æ 
j 太 的 相对 维 数 , 并 且 Ri foris, (Cas) 为 Oss 模 晶 体 . 

(2) @xts)5(A, Os/5) = R* foris.(@a/z). 

我 们 以 D(A) id Ext gy (A sız). MA Frobenius 同 态 F : D(A)? 
D(A) 和 Verschiebung FÆ V : D(A) 一 D(A). 我 们 称 (D(A), FV) AAW 
Dieudonné 晶体 (Dieudonné crystal). | 

为 了 证 明 Ri foris«(@as) 是 一 个 晶体 , 我们 作 以 下 的 考虑 . 暂时 以 F id 
RLfcnrzs, (Zaz)， 按 晶体 的 定义 , 对 CRIS(S/Z) AFE—AH u : (U',T', 6) 一 
(U,T, 6), 需要 证 明 有 同 构 ut Fp > Fr. 可 以 假设 了 是 仿 射 . 设 Av = A xsU 
K faur : Au > U > T. 我 们 知 有 拓扑 投射 (projection of topos): 


(fau/T)* : (Au/T,45)cris,, — Tr, 
可 以 计算 (foris)» 如 下 : 


R* forts«(@ass)r = R (fay /T)«(Fay/T): 


因为 U 一 T 244A (nilimmersion), 所 以 Ay TURRA T ER Abel 概 形 


A: ~ 
Ay … A 
F 
? 
U —— T 
并 且 有 标准 同 构 
R*(fau/T)*(@av/r) = Rf (QF) 
现在 可 以 用 换 基 同 构 : i 
4 一 一 A 
f | | 
T' — T 
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加 上 Rf (r) 局 部 自由 , 或 直接 用 前 面 , 得 到 
UR fe(Q% r) = RF 7). 
KG 为 交换 S 群 概 形 , WEL FRU CRIS(S/D), 上 的 层 记 为 G: 
G(U,T, ô) = Homs(U, G). 


我 们 以 Ab sys 记 CRIS(S/£) 上 的 交换 层 . 
利用 Eilenberg-Maclane 代数 的 方法 作 同 调 代 数 得 知 有 复 形 C。 一 G 一 0 使 


得 当 n 二 2 有 


这 些 公 式 并 不 显然 (参见 [42] §2.1.5). 
我 们 有 收敛 谱 序列 


E” = 一 一 Eztss(Cp, F) => Exts (Ce, F) 一 
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如 此 便 有 


Fi” = 中 R? (fna Joris *((fno Joris (F)) => Exts)s(G, F). 


我 们 现在 开始 考虑 Cat lA, Osyn). 先 写 下 谱 序列 的 运算 


Pd. pq p+r,q—r+1 
det: EPI — Ei 


) 


X 
EP = Ker(d?’)/Im(d? "+t" ). 


MA q = 0 的 项 , 有 正 合 序列 


0,0 1,0 2,0 3,0 
By” — Er — By” — br, 


注意 , 在 这 里 Ci = Z[A?], A? 仍然 是 Abel MIB, 而 光滑 固有 几何 连通 的 五 是 等 
于 系数 . 所 以 E” = ls/ 同样 从 Cs 的 每 一 个 因子 得 一 个 Osja 这 梓 Ey” = 
65 5s. 从 0; 的 定义 我 们 得 BY?” 的 序列 (例如: MO, $1 dy? = —id + id — id): 


RG 为 局 部 自由 有 限 8 群 . 假设 G 为 p 扭 群 . 则 存在 Abel S 概 形 A, A? 
KERE S 上 的 正 合 序列 


0 — G — A — A —- 0. 
于 是 有 正 合 序列 
Erts/s(A ,， Os/5) — Erts/s(A, Os/5) — Erts/s(G, sız) — 0. 


定理 3.4.5 设 G 为 局 部 自由 有 限 S 群 , 则 Ertila, Osz) 为 局 部 有 限 展 
T Os/5 ARAM. 


我 们 以 D(G) 记 Ertha, Osz), FRZ A G 的 Dieudonné 晶体 
(Dieudonné crystal). 


VR UME SME KRGASH. mR G Æ pBT #H, WA CRIS(S/) 
上 的 交换 群 层 正 合 序列 


0 — G(n) — G & G — 0, 


F, 如 果 G 有 高 度 h, 则 Exts)s(G, Oss) 是 秩 为 h 的 局 部 自由 Oss, FR. 
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我 们 以 D(G) 记 &rt5)5(G,6s;z), #2 A G 的 Dieudonné 模 


(Dieudonné module). 


BAIS 为 Abel Æ, d 是 A/S 的 相对 维 数 . 4 A(co) = lim A(n). 则 A(oo) 


PO, 一 0， 于 是 对 于 此 mr，wo = p” EPRA 上 即 得 Zzti(G, Csis)u.r) = 
Ext (G(n), COs/5)(wT). 这 就 使 我 们 从 有 限 群 的 结果 推出 p 可 除 群 的 结果 . 

VI. BA 为 交换 环 . 它 的 Witt 同 量 环 W(4) 的 加 法 和 乘法 是 由 一 组 整 系数 
多 项 式 Sm, Pm 定义 的 , 即 对 于 (ao al ), (00,61,---) E W(A), (ao, a1,°--) + 
(Bo, b1,*- j= — (So, S1,- -), (Qo, Q1,°- ) (bo, D1 ) 一 (Po, P1,°°*), 其 中 


a = (Q_n)neN = Urt yan; , Q_1, Ag), 


义 如 下 Ww a= A-n; , 41, Qo) 和 b — ( , b_n, , 0-_1, bo) 为 C'W (A) 
的 元 素 ， wW a +b = ) C—n) , C—1, Co), 则 
Cyn .一 lim Sm(Q_m-_n, "Ql1 ny Qn; 0_m—n, bi-n, _n) 


我 们 扩展 CW 的 定义 . 先 定义 CW WE. HX AS 概 形 . 取 CW(X) 为 所 
有 满足 以 下 条 件 的 同 量 (a_%)nen: a-n ET(X, Ox) (Vn), 且 对 于 任意 x € X, 存 
CERI Us 和 整数 ms > 0 使 得 aly, = 0, 其 中 a 是 由 集合 {a-n |n>r} 所 生成 
的 理想 . 层 化 这 个 预 层 所 得 到 的 层 仍 记 为 CW. | 

UMR G Æ S HH, WW M(G) id Homs(G,CW), 并 称 M(G) 为 G 的 
Dieudonné 模 . 


大 于 这 方面 的 工作 可 以 看 de Jongh’ 以及 他 在 这 方面 的 多 篇 文章 如 [193]. 


SOS ”对 偶 Abel HH 


本 章 的 主要 内 容 是 讨论 Abel MIAN Picard #, 利用 它 来 定义 Abel 概 形 的 
对 偶 . 下 章 将 证 明 双 对 倡 定理 . 由 于 我 们 所 要 处 理 的 Abel 概 形 是 定义 在 任意 概 
形 (不 一 定 是 域 ) 上 的 , 所 以 我 们 要 克服 若干 技术 困难 , 以 推广 [264] 中 88 和 §13 
NAR. 我 们 先 要 考虑 可 逆 层 的 刚 化 以 及 除 子 对 应 . 我 们 知道 , 由 抽象 的 交换 群 所 
组 成 的 范畴 是 Abel 艺 畴 的 标准 例子 , 但 是 对 于 固定 的 概 形 S, OS 上 的 交换 和 群 概 
ÆFA wa AN cE Abel 范畴 . 因此 我 们 不 能 用 上 同调 这 样 的 瘦 见 工具 . 赋予 
Grothendieck 拓扑 的 交换 层 范畴 是 Abel 范畴 . 我 们 将 用 此 解决 Abel 概 形 的 对 偶 
问题 . 关于 Picard 和 群 的 一 些 背景 知识 读者 亦 可 以 参考 [11] ANE. 


4.1 Picard Æ 


4.1.1 EX 


wX ACE. UX 上 的 可 逆 层 的 同 构 类 为 元 素 的 集合 记 为 Pic X. 以 张 量 
RRA FE, 以 Ox 所 在 的 同 构 类 为 恒 等 元 , 对 于 可 逆 层 元 , 以 同 态 层 om(L, Ox) 
所 在 的 同 构 类 为 工 所 在 的 同 构 类 [L] A7 ( 即 [L], W Pic X 构成 交换 群 , 称 
AX HY Picard 和 群 . 


4.1.2 “定义 的 上 同调 解释 


AR HEE HE RT 
Gm: Gch/Z — Or 


T — I(T, G7) 


是 可 表 函 子 , 并 由 SpecZit, tY] 所 表示 (t 为 变 元 )， 对 于 任 一 概 形 ,我 们 把 
Gm(T) 视 为 Or 模 Or 的 自 同 构 群 
BLA X 上 的 可 道 层 . 取 X HFAA {U;}, 使 得 有 Op, 模 同 构 


Yi - Ly, 一 Ov,. 


于 是 (pi O p 为 OUinU 的 = 同 构 ， RẸ Pi Q pF" € G,, (U; 外 U;). 
反之 , EA bij E Gm(Ui N 万 ) 满足 黏合 条 件 : 


Oi j o Oji = 1, Qik = Oi j O85 k; 
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则 可 以 把 Oy, 和 Oy, 沿 UNU BARK, MMB HWW L, 即 是 说 , 车 


ze uin 我 们 用 bij: (6v,)z 一 (Ov,)z 把 (Ou); Fl (Ov,) 2 等 同 起 来 ( 见 
[142] 0.3.3.1). 


这 里 黏合 的 条 件 是 : 0j 是 Cech 上 闭 链 . 由 上 面 的 讨论 可 知 有 同 构 


Pic X 2 H? 


Lar 


(X, Gm). 


万 一 方面 , 由 Grothendieck 拓扑 结构 的 上 同调 群 的 定义 , 亦 有 Hlal X, Gmn) = 
H'(X, 6%). 


4.1.3 相对 Picard AT 


BA MAT BRA AME: U X 记 无 交 并 LU, 则 有 自然 态 射 : 
X >X, BH plu, xz U; > X. TA p 是 fpqc AW. 由 于 U; Xx U; = U; N U}, 我 
们 得 到 


X' xx X' = | [Un u; == x’ = A, 


P2 


其 中 第 一 个 因子 的 投射 pi Æ UNU; > U, Ti pp & UnU; => U. 这 时 


Oi ; . Ôv, \u.nu; 一 Oy, \u;0u; 


MENRES ATRL EY PRE BL (参见 [11] §3.3). 

在 [146] VIII, §1 中 , Grothendieck 证 明了 这 样 的 下 降 定 理 : Kp: S’ 3S 
Al SEF SER RASS, 则 由 F > p* 多 定义 的 函 子 是 从 “ 拟 凝聚 9 模 ” 至 “ 拟 凝 
R O 模 和 下 降 资料 ”的 范畴 等 价 . 

我 们 知道 Ha 。(X,Ga) 的 任 一 元 素 定义 X 上 的 一 个 拟 凝 聚 层 L, 并 且 
L RF fpqc 拓扑 局 部 同 构 于 Ox, WA fpqc 覆盖 {U 3 X} 使 得 有 同 构 
Yi: QiL Say. 如 上 面 讨论 的 那样 , a 给 出 fpqc 态 射 p: X’:= JU; > X. 
此 时 0;; := ip Di CAA. 而 此 黏合 条 件 正 是 下 降 资 料 ， 所 以 , 按 
Grothendieck 的 下 降 定理 LÆ X 上 (关于 Zariski 拓扑 ) 的 可 逆 层 , FL RET 
Hal X, Gm) 中 的 一 个 元 素 . 这 样 我 们 有 以 下 的 自然 单 态 射 : 


H;,,(X, Gn) — H(X, Gm ) — He opf (X, G m) — Hal X: Gm). 


癌 定 一 个 基 概 形 9. 对 于 给 定 的 9 mie X x4 S, 将 小 fppf 位 形 X topi 二 的 于 
Plone, # 称 之 为 (X 在 S 上 的 ) 相对 Picard 函 子 ， 通 过 高 次 家 像 的 计算 可 和 
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我 们 把 Picxjs 的 S EA, 即 群 Picxjs(S), WA Pics(X), 于 是 便 得 


Pics(X) = H°(S, Rf. tppt(Gm)). 


42 ”可 人 地层 的 刚 化 


4.2.1 “记号 


we A n SURAT A RR, S ARB, fi: X; 一 S (ic E) 为 5S BE, 

: SOX, NX; FES 上 上 的 截面 设 JC7TC 巨 为 五 的 子 集 . 我 们 引入 以 下 记 
号 i 1 表示 空 集 ): 

1) Xr = [lier Xi, U X Xe, Xo X S. 

2) rh: Xr 一 Xy 为 投射 到 J ATF, Way ir? : X> X; 

3) He (i € I- J) 所 决定 的 浸入 记 为 s7: 


Xy m—— Xr 


4.2.2 MEX 


EX 4.2.1 HLAXELATZE. L(ÆXŁ 相对 于 fer} 的 刚 化 
(rigidification) 是 指 以 下 的 一 组 资料 : 对 于 每 个 子 集 了 I Go E, #24 构 
ar: Gx, > s*(L), 且 这 些 同 构 满足 相 容 性 条 件 ， gp 对 于 任意 的 J C 了 G E, 有 


Æ X 上 相对 于 {fei| i€ E} 的 可 刚 化 的 可 逆 层 的 同 构 类 组 成 Pic X HIS BE, 
WA Pice; ice X. 

4 E RA—-t*ICAN, SMHS: XS LWW L 的 刚 化 是 指 同 构 
a: Cs e*(L). WR (Lia) 4 (M, B) 都 是 相对 于 e 的 可 逆 层 的 刚 化 , 则 二 者 之 
a) NT Ete ey RAIA u: L 一 M, 使 得 e*(w)a = B. 当 互 不 只 含 一 个 元 
ZN, 我 们 作 如 下 的 推广 : u: (Lia) > (M,B) 为 同 构 是 指 同 构 w: LSM 满 
足 条 件 si(war = Br (VIGE). 


的 “构造 与 换 基 交换 ”(formation commutes with base change), 即 是 说 , 由 任何 
FAB: 


X Xr 
| | 
S T 


4.2.4 BIA HRA RHE 
命题 4.2.1 设 (La) 是 刚 化 可 逆 层 . 假设 泛 有 (fi).Ox, = Cs, I (L,a) 的 
自 同 构 群 只 含有 恒 等 元 . 

证 明 我 们 只 对 于 马 仅 含 一 个 元 素 的 情形 给 出 证 明 (其 余 的 证 明 类 似 ). 此 
时 有 同 构 a : 6s 一 eL. 首先 , THE LA BAY u 是 由 乘 CI(X, ot) 给 出 
的 , 即 : BUCKX 为 开 集 , MARK u ea 


u: L(U) — L(V) 


v — bv. 


Tze e*(u) 由 eb 所 决定 .但 刚 化 可 逆 层 的 自 同 构 要 求 e*(w) .a = a, 故 必 有 
eb 二 1. 由 假设 Os 一 f.(Ox) 为 同 构 , BAM T(S, 0s) > T(S, f,(6%)) = 
T(X, OX). 于 是 存在 ae T(S, 6) 使 得 = fr(a). 这 时 有 1 = e*b = (fe)*(a), 
而 fe = id, 于 是 = 1 Kb=1. c 

WE = {1,2}, WA X = Xi xs Xo, 而 s1: Xi > X Æ (e2)x,, HFE 
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和 前 机 我 人权 上 图 科 记 为 ~, > Ay) FIR, sai Xa > XH (Ox 


> SL Rag: po 5 seb. 并 日 对 于 ?1 3 有 le: (ay) = ap (在 这 
里 , s = e). FÆ Pice e, (Xi Xs X2) 即 是 Pic (Xi Xs X2) 的 子 群 , 其 元 又 为 相 
对 于 {ei,e2} WIA E E lala. 


4.2.5 ”可 刚 化 的 充 要 条 件 


引 理 4.2.2 设 卫 是 大 上 的 可 逆 层 .对 于 TC E, $% LoP) 记 为 
(1— P;)(L), 则 以 下 等 式 成 立 : 

(1) s7((1 — Pr)(L)) = @x,; 

(2) (1 — Pr) o (1 — Py) = (1— P;) 0 (1 — Py) = 1 — Py — Py + Pry. 

51 4.2.3 KEA n AK. vAr w[i- P), HP] we EAn-1 
元 子 集 , []; 表示 算 子 的 合成 . 设 工 是 外 上 的 可 逆 层 . 则 有 

(1) r(L) = rca PRL") (AP FI 表示 了 的 元 素 个 数 ), 并 且 r(L) 
相对 于 ei (i € E) 为 刚 化 的 ， 

(Q)ror=r. FH, 如 果 工 相对 于 ei (i € E) 为 刚 化 的 , 则 r(L) = L. 

w F Æ ERTA, 则 有 五 的 子 集 万 , 1 <j <n-#F, #1; = n 一 1, 使 得 
F = 人 ,1 

设 JCE,#J] 二 n 一 1. XKRICEHE, #1 =n-1#HJDI.F 


这 就 是 说 7(L) 相对 于 e; 为 刚 化 的 . 
引 理 4.2.4 LÆ X ATZE. 则 工 相 对 于 e (i c E) 可 刚 化 的 充分 
必要 条 件 是 : ZICE, #1 =#E-1, N) s*(L)% x. 


4.3 除 子 对 心 


4.3.1 除 子 对 应 函 子 
国定 基 概 形 S. HEX, XL WS HE. 由 纤维 积 出 发 有 态 射 (ri )r 如 下 : 


214. 


类 似 地 有 (t)r. 考虑 以 了 为 变 元 的 函 子 ( 即 预 层 ) 的 态 射 : 
Pic (AI Xs T) x Pic (X2 xs T) — Pic (XI xs X2) Xs T) 
(Li, L2) 一 (m1)7 (L1) 8 (m2) p(L2). 


层 化 所 得 的 fppf F. DI Corrs (X 1, X2) w Corr; x, xa)/s(8)- KR Corr ix, x,)/s 为 
除 子 对 应 函 子 (divisorial correspondence functor). 由 Cort, y, xas 的 定义 知 有 
fppf 层 正 合 序列 : 


我 们 将 证 明 Corrs Xs, Xa) 与 层 同 态 群 同 构 . ware, 考虑 满足 下 述 条 件 的 
RASY: Xı > Picy ys: 2 E X, 的 截面 el 映 为 Picx, ys 的 单位 截面 . 所 有 这 
样 的 2 组 成 的 集合 记 为 Home, (X1,Picy, /s). 我 们 将 证 明 此 集合 (构成 的 群 ) 与 


0 — Pic (S) — Pic (X) — Pics (X). 
(2) 设 f 有 截面 e : SX, 则 有 正 合 序列 
0 — Pic (S) — Pic (X) — Pics (X) — 0, 
并 且 态 射 Pic。 (X) > Pic (X) — Pics (X) 的 合成 为 同 构 , 此 同 构 使 得 上 面 的 正 


第 四 章 ”对 侦 Abel 概 形 .215 . 


(3) 设 有 截面 e: SX, 并 且 泛 有 f.(Ox) = Os, 则 对 于 任 一 9 概 形 人 ， 


有 
Picr (Xr) = Pic (Xr) / Pic (T) = H? (T, Rz..(fr)«(Fx,)): 
其 中 
Xp =X xsT X 
| | 
T S 


证 明 (1) 按 [145] 1.7.21, 由 于 (Ox) = Os 在 平坦 换 基 S' 一 S FRE, 
WETE S 上 取 小 fppf 位 形 , WA f.((Gm)x) = (Gm)s. 应 用 Leray 谐 序 列 , BUA 
正 合 序列 


0 — H? (S, Gm) > H'(X, Gm) —_? H"(S, Rf fppf Gm) 


(*) 
一 He (S, (Gm)s) 一 He (X, (Gm) x). 
换 句 话说 , 即 有 正 合 序列 
0 — Pic (S) — Pic (X) — Pics (X) 
(kj 


于 是 (1) 得 证 
(2) 利用 f 的 截面 e 容易 构造 态 射 H2(S, (Gm)s) > H2(X, (Gm)x) 的 左 逆 
态 射 , 故此 态 射 为 单 射 . 由 序列 (xx) 便 得 到 正 合 序列 


0 — Pic (S) — Pic (X) — Pics (X) — 0. 


ROAX LHWWE. H et(L®@ fte*(L“)) = Os ML® f*e*(L-!) 为 相对 
于 e 的 刚 化 . 义工 与 了 @ fte*(L) E Pics (X) 中 的 像 相 同 , 故 二 态 射 的 合成 
Pic, (X) 一 Pic (X) 一 Pics (X) JWH. 由 (1) 知 此 二 态 射 的 合成 是 单 射 , 于 是 
(2) 得 证 . 

(3) 可 由 (1) 和 (2) 推出 


4.3.3 除 子 对 应 与 Picard 和 群 的 关系 


命题 4.3.2 固定 概 形 S. 对 于 1 = 1,2, RAK fi: Xo S 有 截面 
ei: 9 一 Xi HEZA (fi) (Cx) = Os. N 

(1) 典范 映射 Pics (X1) x Pics (X2) 一 > Pics (Xi Xs Xo) 为 单 射 

(2) 以 下 的 两 个 典范 同 态 u, v 均 为 同 构 : 
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Pic(e, ,es) (X1 Xs X2) —> Pics (XI xs X2) / Pics (X1) x Pics (X2) 
— Corrs (X1, X2). 
由 此 所 得 到 的 同 构 
Corrs (X1, X2) 一 Pic(e, e2) (X1 Xs X2) 


可 以 描述 如 下 : KL E Corrs (X1, X2), Z 决定 的 同 构 类 [L] € Pics (Xi xs X2), 
则 wL) = [r(L)], 其 中 7 是 刚 化 映射 , r(L) = Ph(L) 8 PE (L-1!) 8 (L!) S 
P*(L). 

(3) 存在 以 下 典范 同 构 : 


Hom,, (Xi, Picy /s) 


Corrs (Xi, Xa) 


Home, (X2, Picy, /s) 


WEAR 由 命题 4.3.1 知 Pics (X) = Pic (X) / Pic (S), 于 是 (1) WH. DR u 
为 同 构 . 又 知 Picx, /s (X1) 等 于 Xi xs Xo 上 的 所 有 可 逆 层 工 的 等 价 类 (其 中 工 
MAAE si (L) = Ox,, s1 : Xı > Xı Xs Xo ALE Xı Xs Xe 4X, 的 截面 ). 

从 另 一 角度 来 看 , Picx,/s (X1) = Hom(Xi, Picx,/s). Tg: Xi > Picx,/s 
作为 层 态 射 是 函 子 态 射 , 即 对 于 任 一 S 概 形 T, 有 


pr: Hom(T, Xi) = X1(T) — Picx,/s (T) = Pic (X2 xs T). 
此 时 Home, NAT RE EK Psle1) = 


Ox, WE o 对 应 于 Xi xs X2 上 的 可 道 


从 上 面 的 讨论 以 及 Picee, ,,) 的 定义 我 们 得 到 典范 态 射 


Pic(e, e2) (X1 X g Xa) — Hom,, (Xi, Picx, /s). 


a a ad he “4: NI Ee a I 
a Tomber berte, a a eoat n a preet Pae e gaf ime t teat ae -- ee ao Pomen 人 wee - aa 本 oa - tee awe lee =. hot - eoa . ` ` ` - ` ` -o 
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此 态 射 是 同 态 , 其 原因 是 : 在 Xi xs XX。 上 的 可 道 层 对 于 e1, ez 为 刚 化 的 充 要 条 件 
是 SIL = Ox, (i = 1,2). 这 个 同 构 与 换 基 相 容 , 于 是 我 们 得 知 以 下 两 个 男子 作为 
fppf 层 同 构 : 

I — Pic((e:)r,(e2)r) ((X1 Xs Xa)r); 


T 上 一 一 全 Home, )7((X1)7, Pic( x,) 7) 


这 意味 着 v 及 wi 为 同 构 . 这 就 说 明了 (2), (3) WH. 口 

如 果 我 们 把 Corrs (X1, X2) 的 元 素 看 作 Xi xs Xo 上 的 可 逆 层 元 (加 上 刚 化 
条 件 SL S Ox, (i =1,2)), Wr(L) S L. 另外 , 可 以 考虑 r : Pics (Xi XgX2) 一 
Pic(e, ea)(X1 Xs X2), WA Kerr = can(Picg (X1) x Pics (X2)). 


4.3.4 ”赋值 准则 


固定 一 个 基 概 形 S. 我 们 把 S 概 形 范 畴 Gcb/S 上 的 fppf E ArH K H] ye i 
记 为 (F/d. 如 果 我 们 把 9 概 形 X 等 同 于 fppf le: e+ Homs(e， X), W 
Gch/S 是 (多 /S)fpsf HAF. 

我 们 说 “ 概 形态 射 的 性 质 (P) 在 基 变 换 下 不 变 ” 是 指 : 对 于 任 一 概 形 的 纤 
维 积 


T xy X 一 X 


| | 


T Y 
如 果 f 有 性 质 (P), 则 fo 亦 有 性 质 (P). 
例如 , 态 射 的 性 质 “ 忠 实 平坦 有 限 展示 ”在 基 变 换 下 不 变 (参见 [145], 1.6.2 
(iii), [145]. 2.2.13 (i)). 
BF, GEM Gch/S 到 Gets 的 反 变 函 子 , (P) 是 一 个 在 基 变 换 下 不 变 的 概 
形态 射 的 性 质 , w : F 一 G 是 函 子 态 射 . 我 们 称 “u 有 性 质 (P)”, 如 果 久 满足 以 下 
条 件 : 对 于 任意 SHE T Al Gch/S 上 的 孙子 态 射 v: TOG, VE pki ZF ERR 


T xg F F 
T - G 


NT xa F WERE, 并 且 ur 有 性 质 (P). 

HART F: (Gch/S)? 一 Gets. RIIE F 是 形式 非 分 上 蚊 的 (formally 
unramified), 如 果 对 于 任意 的 Cs 代数 SR A 的 理想 g (满足 = 0), BAB 
it F (Spec 2) — F(Spec(/g)) (Ub [145], 17.1.2 (iii)). 
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我 们 说 F 满足 可 分 性 赋值 准则 (valuative criterion for separateness), 如 果 
对 于 S 上 的 任 一 离散 赋值 环 A, F(Spec.) > Fn) 为 单 射 (7 X Spec A) 的 一 
AX FA). 

我 们 说 F 满足 固有 性 赋值 准则 (valuative criterion for properness), 如 果 对 
TS 上 的 任 一 离散 赋值 环 yf, F(Spec g) 一 F(n) 是 同 构 (7 A Spec() 的 一 般 
点 ). ( 见 [143] 7.3.8, [145] 18.10.20). 


4.3.5 ” 除 子 对 应 函 子 的 可 表 性 


EH 4.3.3 设 f: X 一 Si = 1,2) 是 固有 平坦 态 射 并 且 泛 有 
(fi):(Ox,) = 65. WBF Corr(x xas 可 由 加 上 的 群 概 形 Corr(x,,xs)/s 来 
AT, 进而 言 之 , 此 群 概 形 在 S 上 是 局 部 有 限 生 成 、 非 分 歧 及 可 分 的 . 

这 个 定理 可 由 Grothendieck 的 定理 ( 见 [270] Th. 1) 直接 得 出 . 由 Grothend- 
jeck 的 定理 推导 定理 需要 证 明 函 子 Corr(x, xs 是 形式 非 分 歧 的 并 且 满 足 可 
分 性 赋值 准则 ( 见 [307] Chap.III 84)， 作 为 此 定理 的 推论 有 : S 上 的 群 概 形 


Corr(xi,x2)/s 的 单位 截面 (identity section) 是 既 开 又 闭 的 浸入 . 这 个 推论 的 一 个 
重要 绪 采 是 下 面 的 “立方 定理 (theorem of the cube)”. 


正明 先 考 虑 E = {1, 2, 3} 的 情形 . 记 X = Xı XS Xo XS X3, X iriz 一 
Xi, Xs X ig (41, ?2 € E). 以 C wernt Corr(x, ,X2)/S 的 9 群 概 形 . 


w L 为 X 上 的 可 逆 层 , 世相 对 于 e; (i = 1,2,3) 刚 化 . 我 们 需要 证 明 LEH 
F 6x. | _ o 


由 的 定义 有 


Homs(T, C) = Corr x, x2)/s(T) 
= Pic (Xi xg Xo X S T) / Pic (Xi XS T) ® Pic (Xə X S T). 


所 以 L 所 在 的 同 构 类 (ALA Pic (Xi X S Xo XS X3) 的 元 和 素 ) RE S-Homs( Xs, C) 

的 一 个 元 素 , WHITRA u: Xs 一 C. WIC 的 单位 截面 . 根据 Corry, x vs 

可 表 性 定理 的 推论 , 了 为 C PFS IF 2 Zw Xs HAFNER 
u= (I). i 
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Vi: S 一 C 记 5 群 概 形 C 的 单位 截面 . 则 1 作为 Corr(x, x,)/s(S) = 
Pic(e, e2) (X1 Xs X2) 的 单位 对 应 于 Ox,xsxs 所 在 的 同 构 类 . 男 外 , u 是 S IA, 
u 对 应 于 大 上 的 可 道 层 L, 于 是 8 A X34 C 对 应 于 st L, 其 中 si. 由 es 所 决 
E, 如 下 图 所 示 : 


但 从 工 相 对 于 ei (1 <i < 3) 是 刚 化 的 定义 知 sti L = Oxxsx 于 是 有 wes(S) C 
i(S) = I, BNA e3(S) C Z. H fse3 = ids BIRA V s E€ S, ZA fa (s) #0. 

MZA (f3) (Cx) = Os 知 : fa 在 任意 se€ S 处 的 纤维 fa (s) 是 连通 的 . 
由 于 2 既 开 又 闭 , XA ZN f ls) 4 0, EA ZNA fy l) = f(s). NA 
Z D fi (S) = Xs. FEZ = X. 即 久 分 解 为 Xs3 一 了 一 C(I 为 C 的 单位 
截面 ). 

MEEA u 属于 


Homs (X3, C) = Pic (Xi X S Xo XS X3) / Pic LX, XS X3) ® Pic (X2 XS X3). 


所 以 对 应 于 v 的 工 应 同 构 于 Pic (X, xs Xo xs Xa) 的 单位 元 Ox mod (s4 L @ 
5 加 也). 但 工 是 刚 化 的 , 故 有 sial S Ox,,, SL S Ox,,, 于 是 得 到 我 们 所 要 结论 
L S Ox. 

E E An ATR (n > 3), 我 们 以 n 一 3 个 X; 的 积 代 替 S, 问题 便 归 结 为 比 
较 小 的 n 的 情形 , 用 归纳 法 即 可 证 明 本 定理 . 口 


固定 基 概 形 S. 设 4 为 Abel S 概 形 . Um: 4 xs A> A 记 有 4 的“ 加法” 
wT A SAKE, 则 下 图 决定 态 射 mzr: - 
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(Axs A) Xs T 


由 此 得 到 态 射 
L 上 一 一 一 (mr)* L. 
层 化 后 便 得 态 射 
m” PIC 47g —> 上 lcC4xs4/15 
以 p 记 以 下 复合 同 态 


E [31], Theorem 7.3, Picays 可 以 用 S 上 局 部 有 限 展示 的 代数 空间 来 表示 . 
我 们 用 Picays 记 这 个 代数 空间 , W Picayjs 有 开 子 空间 Picks 表示 Picas 可 以 
证 明 Pic jg Æ Abel 代数 空间 . 按 Raynaud 的 定理 (A [116] I, Theorem 1.9), 如 
RX — Sk Abel 代数 空间 , S 是 概 形 , WX  S 是 Abel MB. 所 以 Pichjs 是 
Abel 概 形 . 我 们 记 此 Abel 概 形 为 A mM At, 并 称 之 为 4 的 对 偶 Abel 概 形 (dual 
abelian scheme). 对 此 我 们 作 两 点 说 明 . 第 一 , 不 同 于 [259] 中 所 说 的 那样 , 我 们 
不 假充 A/S 是 射影 概 形 . 事实 上 , 存在 非 射 影 的 Abel 概 形 (UL [307] Chap. XIII 
3.2 41). 第 二 , 如 同 Mumford 一 样 , 我 们 引用 了 相当 困难 的 “可 表 性 ”定理 . 尽管 
如 此 , 我 们 还 是 可 以 直接 从 定义 出 发 来 研究 4 的 很 多 初等 性 质 . 

按 定 义 我 们 有 


或 可 与 成 


我 们 把 对 应 于 id : Æ 一 Æ 的 4 xs A ENB MRICE As, 并 称 之 为 4 的 
Poincaré 层 (Poincaré sheaf). YW, ÆHF e xg A’ Fil A xse 刚 化 的 . 

N TEREA, 我 们 把 上 面 一 些 记 号 的 定义 重复 一 下 . Pic(X) 是 (抽象 ) 群 ， 
HX 上 的 可 道 层 的 同 构 类 所 组 成 . Picx/s 是 Sch/S 上 的 fppf 层 . 群 Pics(X) 是 
指 了 Picx/s(9). Picx;s 是 指 表示 层 Picxjs 的 代数 空间 (如 果 它 存在 的 话 ). 
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4.4.2 Picard 函 子 到 除 子 对 应 函 子 的 态 射 


命题 4.4.1 A> SH Abl RH, m: 4x4 一 4 为 4 的 群 运算 
e: 5 一 A 为 4 的 单位 截面 , o 为 同 态 


mM +r. P 


又 设 工 为 A 上 的 可 逆 层 , p 在 二 的 取 值 记 为 (L). 
(1) 48 Corry 4 4)/5(S) = Corrs(A, A) 5 Pic, (A xs A) 等 同 , MA 


p(L) = m*(L) 8 Ti (L7) 8 13(L~") 8 mpe*(L), 


A xs A ——— A 


I: A—A 
TE— Tt + A. 


VAF At T*(L) 0A Ly. BT € Gch/S 和 a € AT), 则 
OF (a) < Pic4;s(T) = Pic(A Xg T). 


(3) 下 面 的 五 个 条 件 等 价 : 

(i) L = 64, | 

(ii) pz = 0, 

(iii) m* (L) @ ri (L+) 8 13(L~*) © ape" (L) = Gaxsa: 
(iv) L Æ Pica ys 中 的 像 在 平移 下 不 变 ， 


= 7T2(Z)， 义 由 于 psp = e ( 即 是 0 十 0 = 0), 所 以 
Pee) = = mje XD). 综合 以 上 计算 就 得 出 p( 苑 ) 的 公式 . 

(2) 可 由 (1) 推出 . 事实 上 , 同 态 pL : A 一 Pic4 js 是 Pics ys(4) 的 点 , 这 个 
点 是 指 A Xs A 上 的 可 逆 层 M = m*(L) @ r (L71!) @xs(L71). Hu: T> AX 
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S 态 射 . 考虑 以 下 的 卡 氏 图 : 


apie 


(3) BEHERA (1) 知 (i) 5 (iii) 等 价 ; 所 上 面 证 明 的 (2) 知 (i), (ii), (iv) 
等 价 ; (iv) 与 (v) 显然 等 价 . 

(4) 成 立 的 原因 是 : Corr, ays 的 单位 截面 是 既 开 又 闭 的 浸入 . 

(5) 是 (4) 的 推论 . E 


按 命 题 4.4.1, WA 一 S 是 Abel MIB, A 一 S 是 4 的 对 偶 Abel MY, L E 
4 的 可 逆 层 , 则 有 同 态 pL : 4 一 At. 我 们 引入 以 下 重要 的 定义 . 
定义 4.4.1 设 4 一 9 是 Abel 概 形 . 4 的 极 化 (polarization) 是 指 一 个 S 
同 态 入 : 4 一 A, 使 得 对 于 S 的 任 一 几何 点 有 存在 As 上 的 丰沛 可 逆 层 (ample 
invertible sheaf), 使 得 or = Az: hs 一 AL. 若 入 是 同 构 , 则 称 入 为 主 极 化 
(principal polarization). 


4.4.4 “小 结 
我 们 总 结 一 下 以 上 的 讨论 , 设 5 为 概 形 , AA S 上 的 Abel MB. 设 工 为 A 


上 相对 于 单位 e 刚 化 的 可 道 层 . 以 A’ id A 的 对 偶 Abel S 概 形 . WIL 自然 决定 
同 态 


YL : A — A’, 


使 得 对 于 任意 的 ze A, or(z) 等 于 4 EE TILO L 所 决定 的 可 逆 层 同 构 类 
其 中 
T,: A—A 


at— az. 


我 们 第 以 K(L) 记 pr 的 核 Ker yy. CHR A 的 闭 子 群 概 形 (比较 [264] §6, p.60, 
§13, p.131). 
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4.4.5 © # 


充 4 为 AbelS 概 形 , 工 为 A4 上 的 相对 丰沛 可 道 层 . 对 于 9 概 形 了 上 :了 一 9， 
以 Ar 记 A xs T (I), 即 有 


47r =AxcoT f A 
T — -sS 


任 一 截面 a: T > Ap 决定 一 个 平移 Ta : Ar 一 Ar. 对 于 a BIBRA T 上 的 


T* f*L & fL 3 mM. 


这 样 的 a 组 成 一 个 群 , 记 之 为 XLNT). 易 证 X (L): GSch/S 一 Bt 是 一 个 和 群 
KAT. 显然 X (L) 是 同 态 pL : 4 一 At. 由 引 理 1.2.4 知 pz 是 平坦 的 . 4S 
rely AY, BU 4 是 Abel F, W Æ (L) HAE, vr 是 同 源 (A [264] p.66, 77, 124). 
即 我 们 现在 的 同 态 yr 是 拟 有 限 的 、 国 有 的 , 于 是 得 知 pzr 是 有 限 展示 、 有 限 平 坦 
态 射 , 所 以 or 的 核 X (L) 是 S$S 上 的 有 限 平 坦 群 概 形 . 

另 一 方面 我 们 引入 偶 对 (a, p), EF a: T > Ar A XLT) 内 满足 以 下 
条 件 的 元 : 

T*(f*L) S f*L, 


i, 


Myo: FL > TPL BAM. 所 有 这 样 的 偶 对 (a, yp) 组 成 一 个 群 ， 记 为 
GILT). 于 是 便 得 到 群 了 水 子 T = 898(L)(T)， 这 个 群 的 运算 如 下 所 述 : 设 


得 到 的 合成 T*V op 为 同 构 , 因此 我 们 可 以 定义 


(8, Y) o° (a, p) = (a + 6B, Toy ° p). 
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以 M* W M 的 非 零 截面 (MX 为 Ga 的 扭 子 群 ). 此 时 用 M* 的 元 作 乘法 定义 了 
从 f*L 3 Tz (f*L) 的 同 构 . BATA EW T > Y(L)(T) 是 由 S 上 的 有 限 展 
WPH (L) 所 表示 的 , 并 且 有 和 群 概 形 正 合 序列 


0 — Gays — F (L) — X (L) — 0. 


(UL [264] §23, Thm 1, p.225.) 我 们 称 G(L) 为 日 群 (9-group)， 这 个 群 是 
Mumford 构造 出 来 的 , HRE 日 图 数 .( 见 [264] §23 及 [261].) 


第 五 章 群 扩张 


本 章 介 绍 群 扩张 (这 不 同 于 域 扩 张 ) 和 Mumford 的 双 扩 张 理论 , 除了 证 明 
Abel 概 形 的 双 对 侦 定 理 之 外 , 我 们 还 讨论 挠 子 , MGR TAIT AR. 


5.1 J KANG 5K 


我 们 在 本 节 先 介绍 抽象 群 的 扩张 和 双 扩 张 的 概念 . 这 时 因为 没有 概 形 的 结构 ， 
所 以 是 比较 简单 的 . 


5.1.1 和 群 扩 张 的 基本 概念 
在 同调 代数 我 们 学 过 函 子 Ext EARS Hom WAFAT. 我 们 这 里 作为 复 
习 讲 Ext! 的 体现 . 
WMT HA ABH. MT E 4 的 扩张 & (extension of A by T) 是 指 一 个 正 
合 序列 
t: 0— T5 E5 A—0. 


假如 不 设 A 是 交换 群 , HERK T ER E 的 中 心 , 则 我 们 说 & 是 中 心 扩 张 (central 


extension ). 


我 们 说 两 个 扩张 E, E 是 等 价 的 , 如 果 有 交换 图 : 


Exab={(ee)EExE |re=re}, 
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Æ Ex, E ATE: Tx0,0xT, Vr. HE Vr = {(-t,t)|teT} AT HA 
对 角 . Æ Exa E'/Vr ®, T x0 50x THR. 由 于 


E XA E"/0 x T S (E XA E’/Vr)/((O x T)Vr/Vr) 
AE" /T = A, 我 们 得 正 合 序列 
n: 0— T — E x, E'/Vr — A — 0. 


我 们 称 n 的 等 价 类 为 扩张 € 和 & 的 等 价 类 的 Baer 和 . 


5.1.2 ”两 个 记号 


RTF Ext 作为 Hom 的 右 导 函 子 有 以 下 两 个 性 质 ，(1) WR P X ZRA, 
UX i > 0 有 Ext (P, T) = 0. (2) 对 任意 交换 群 A,T Ail i > 2, Ext’ (A, T) = 0 
MRAM T 得 到 的 4 的 扩张 


E€: 0 — T — E — A — 0. 


因为 Ext 是 Hom 的 导 函 子 , 从 正 合 序列 上 用 连接 同 态 9 得 长 正 合 序列 , 其 中 一 部 
分 为 
Hom(E, T) — Hom(T, T) 2, Ext (A,T), 


Lk @(€) 记 (id) € Ext! (A, T). 
用 了 工 得 4 的 所 有 扩张 的 等 价 类 所 组 成 的 集合 , 暂时 记 作 (A, T). 


5.1.3 ”和 群 扩张 与 Ext 


定理 5.1.1 设 A,T 为 交换 群 . 
(1) O : E(A, T) 一 Ext (A,T) ARH. 
(2) vA n i E, E 的 Baer 和 , MA 


O(n) = O(£) + O(€'). 


(3) O 把 分 裂 扩 张 映 射 为 0 € Ext (A, T). 
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WEAR (1) 国定 正 合 序列 
0 — M > P — A — 0, 


其 中 P ARI ZI. 对 函 子 Hom(—, T) 取 右 导 函 子 而 得 长 正 合 序列 


NAR, 则 有 交换 图 : 


从 两 个 正 合 序列 的 交换 图 我 们 得 出 (8 的 自然 性 ): 


Hom(P, T) — Hom(M, T) -一 Ext! (A, T) 


| | | 


Hom(E, T) — Hom(T, T) — Ext (A,T7) 


所 以 得 见 OE) = ldr) = z， 如 此 得 证 O 为 满 射 ， 补 充 一 点 : 如 果 另 有 
T € Hom(M,T), 满足 9(7') = x, WA f € Hom(P,T) E r =7+ fj. 现 取 
BE’ 为 7 和 7 的 的 推出 ， WHAT: ToORM6+if: PO B 所 诱导 出 的 同 态 
已 一 五 为 同 构 (E R EB WAH). 并 且 用 这 同 构 便 得 & 5 E 等 价 . 即 是 说 :从 
x E€ Ext ( 4, 了) WR, 可 得 到 等 价 类 [6]. Uy : x 上 罗 记 这 个 映射 


现 可 证 这 个 互 是 六 7 的 推出 , ATLA YOE) = €. 这 便 证 明了 O 是 单 射 . 
(2) 现 议 义 有 


WAT: P> EMT: POE BSH”: PO Exi AT: 


E x4 E'/Vr, #47 ile MAA yty: MOT PBS. 我 们 有 图 : 


T' A 
所 以 | 
0 M P A 0 
rar! |+ | 
n: 0 T — E x, E'/Vr — A 0 
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是 交换 图 , 于 是 O(n) = 6(7 +7), 其 中 有 同 态 9 : Hom(M,T) > Ext’(A,T). 
H O(y + 7’) = O(7) +a) = OLE) + OLE’). 

(3) 可 由 以 下 事实 推出 ， 如果 Ext (4,T) = 0, 则 用 工 得 4 的 扩张 均 分 裂 . 
MEEI E 得 正 合 序列 


Hom(E, T) — Hom(T,T) — Ext (A,T). 


由 假设 Ext (A, T) = 0, 得 a 为 满 射 . 于 是 有 € Hom(E, T) 使 a(o) = idy, BẸ 
io = idr, Bi o A E — A 的 截面 . MA ES AST, BE 为 分 裂 扩 张 . 口 


5.1.4 ”一 点 说 明 


可 以 把 Ext” Wie MED SRA SBR RRAW YAR Abel wR. 
DL: |296|. 


5.1.5 “和 群 扩张 与 上 同调 


w AT 为 交换 群 ， 一 个 因子 组 (factor system or 2-cocycle) 是 指 满足 以 下 
FAKWRJ Fo: Ax AT: 


f(z +y,z) + f(x,y) =f(e,y+z)+fly,z)  (@,y,2€ A). 


设 有 了 映射 g : 4 >T, 考虑 


ôg(z, y) = g(x + y) — g(x) — gly), 


则 óg 是 个 因子 组 . 称 这 样 的 69 为 分 裂 因子 组 或 平凡 因 了 于 组 . 如 果 满 足 f(z,y) = 
fly, x), 则 我 们 说 因子 组 是 对 称 的 , 分 别 以 23, Bl 记 由 对 称 因 子 组 , 分 裂 因 子 组 所 
生成 的 交换 群 . 以 H(A, T): WAR Z7/B?. 则 有 双 射 E(A,T) — H?(A,T), 
((69], XIV §4). 设 有 上 :0 >T => E 5 4 一 0. 选 7 的 截面 co:4 一 万 使 得 
o(1)=1. Te rlo(a+y)) =x +y = ror 十 TOV. w dolz, y) ET. 这 样 我 
们 可 以 把 & 映 作 ôo. 


5.1.6 ”和 群 的 双 扩 张 


设 R ARTE OW, 了 是 RABE, 并 且 R/T 的 特征 是 p. 设 关 为 R/T 上 
的 Abel 概 形 . 问 : BAA RER Abel HY X (#74 X xpR/I =X. Mumford 
在 解决 这 个 问题 时 发 现 这 样 的 一 种 结构 : 设 X FEE ERS ah k 上 的 Abel 
te, X 是 X BABI, P Æ X x, X EM Poincaré AH, 则 P(k) 是 从 < 得 
X(k) x X*(k) 的 双 扩张 ( 见 [262]). Mumford 利用 双 扩 张 这 个 概念 来 说 清楚 一 个 
Abel 概 形 的 形式 群 和 它 的 对 偶 Abel 概 形 的 形式 群 之 间 的 关系 . 
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w P,Q, G ACRE, M G 得 (PQ) 的 双 扩 张 (bi-extension of (P,Q) by G) 
ete DREA TARRA E: 

(1) G 目 由 的 作用 在 五 上 . 

(2) 有 满 映 射 : B 一 P x Q@ 诱导 出 从 轨迹 集合 巨 /G 一 P x Q 的 双 射 . 

(3) AB +1 : E xp E > E,+,.:ExgE-E, 其 中 


E xp E = { (z1, £2) | prınzı = pr, 773}, 


E XQ E = {(21, £2) | Pronti = ProT Zo}, 


并 且 满 足以 下 条 件 : 
Af? 对 任 一 p € P, RE} = 1 (px Q), WW (El, +1) ARR, T 定义 
>Q 的 群 同 态 , G 在 Ep 上 作用 并 与 Ker me ia 


m(z)=(p1,9), 7(y) = (P1, 92), 
(wu) 一 (D2, qı), T(V) 一 (p2, q2), 


(£x +1 Y) +2 (U +1 v) = (£ +2 u) +1 (Y +2 v). 
5.1.7 ” 双 扩 张 与 上 同调 


x 的 (集合 ) RM s, EA ESP xQ, rs = idpxo. 利用 s 和 G 在 上 


的 作用 , 我 们 得 同 构 
E2?GxPxQ, 


使 得 G E 上 的 作用 对 应 于 g: (gi,p,q) = (g +9150, 9). ZIE E PAY +1, +2 
便 对 应 于 


(g, p,q) +1 (97,7) =(9g+ 9+ ppa, qd) pa +d), 


(g, p,q) +2 (9',P.¢4)=(gt+9' +w(p,p ,9),p+p,9). 


为 了 保证 (Eb, +1) 是 交换 群 , 我 们 必须 有 : 

(1) o(p,gt+q',q")+¢(p, 9,7) = plp g, t +4") + (7, 7,9") FNS), 
wp(p, 9,q9) = p(p, g, q) ( 群 的 运算 是 交换 的 ). 
同样 亦 有 必要 : 

(2) wp+p’,p",9)+yY(p,p',q) = plp, p +p",q)+y(p', p,q), Yp, p,q) = 
php, p,q). 
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最 后 po, 人 还 需要 满足 条 件 : 
(3) p(p+p’,q,q) — yp(p,9,9) — o(p',¢,¢') = Yip, p,q +q) — Yl, p,a) — 


Y (p,p,q) —V(p,p',q) = t(p+ p,q) — t(p,q) —t(p’,q). 
这 便 是 上 边缘 条 件 (co-boundary condition). 


XH, 由 一 个 从 G 得 (P,Q) APIK E, 我 们 获得 上 同调 类 (Y, Y) (cohomol- 
ogy class). 于 是 所 有 这 样 的 E 组 成 一 个 交换 群 , 我 们 记 作 Bi-ext(P x Q,G). 


5.2 ”代数 群 的 扩张 


5.2.1 “一些 范畴 之 间 的 关系 


te S 为 局 部 Noether 概 形 . 以 Gcb/S 记 由 S 概 形 所 组 成 的 范畴 ， 以 
(Gch/S)* wX Geh/S EMR (RART) 所 组 成 的 范畴 . 在 Gch/S 上 我 们 取 fpqc 
拓扑 ( 见 附录 ): X X e Gcb/S, X 的 覆盖 是 指 一 组 S 概 形态 射 {Y; > Xhe 
(I 可 以 是 无 限 集 ), 它 满足 以 下 的 条 件 : 有 X 的 开 子 概 形 X: cX, UX: =X 
(R), 有 忠实 平坦 拟 紧 态 射 歼 一 X FERIA Y: >X. 这 样 的 态 射 生成 
Sch/S 的 fpqc 拓扑 . 定义 在 位 形 (Geb/S)dpso 上 的 集 层 (sheaf of sets) 范畴 记 
为 (Geh/S)~ (用 [148] 的 术语 , (Geh/S)~ 是 一 个 topos). 在 (Geb/S)(evo 上 的 
交换 群 层 所 组 成 的 范畴 记 作 Fs. 以 Brs 记 S 上 的 拟 紧 分 离 交 换 群 概 形 所 定义 的 
范畴 . 我 们 有 


Geh/S Cc (Gch/S)~ c (Gch/S)* 
U U 
Orc C SS 


5.2.2 ”交换 群 概 形 的 正 合 序列 


我 们 先 讨论 一 些 序列 的 正 合 性 质 . 
议 有 交换 S HMI T, E, A(e Grs). 我 们 说 序列 


四 四 aaa aaa aaa Tr le a lr aaa ae a, "re mr haa oD Daa ii a iil iil i E E E 
e tte t, eatu omp deta ge temas Coa omea e E apea a ae me ca oe Se temet at ae Bt eT we pe TAA te ta, Rope ttt ye e bt te ran toe toe eet ` tere See - ony a . ` ` wee oe ` hoe rr rc woe we tye ee . ee er 
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在 Sch/S WES (Up: E x E => E ġ E 的 群 运算 ). 
(XZY 5 Z E Gch/S 内 正 合 是 指 : 对 任 一 在 Gcb/S 内 之 Y > TEA 


g 
hf = hg, 必 有 了 唯一 Z 一 > 工 使 得 hh = ep.) 


(EIT = E x4 S) kK p FH, 得 出 (1). 

据 [142], 6.6.4(v), p 是 拟 紧 的 . 于 是 p 是 fpqc Bik, 故此 2 是 (Sch/S)~ 内 
的 满 射 ( 见 附录 ). HF Fs 是 Abel 范畴 , 我 们 得 知 所 求 序 列 在 Fs 内 正 合 . 全 于 在 
Sts 内 的 正 合 性 我 们 引用 [147] VII, 5.2. 口 


5.2.4 “交换 群 层 的 满 态 射 

命题 5.2.2 hp: E> AX Fs 内 的 满 态 射 则 p 为 (GcD/S)~ AMR 

证 了 明 bT — E id Ker p. Æ Gch/S AH Coker (prs, we: (i, lg)), WA 
A => C. WC H Sch/S 内 的 群 对 象 ([147|]1 IV.5.2.1). 于 是 在 Fs 内 有 交换 图 ; 


T EFE— ~h 0 
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RP h ERRAN. 我 们 需要 证 明 h 是 群 层 同 态 (ME Fs AMA). 为 此 考虑 


H q = gp = ghq 和 gq Æ (Gch/S)~ 内 满 态 射 , BOT. 内 满 射 ， 于 是 得 
gh = lc. 因为 g Mh RAS, p Æ Ts AWI, H p= hg = hgp 得 hg = 14. 由 
Coker 的 定义 , RANG A = C, 即 是 说 p 是 (Gcb/S)~ 内 的 满 射 口 


5.2.5 FIB PEH wi St 


证 阴 OAT A Ker p, BIT = Ex, S € Otg. ANF (CGch/S)~ A pH 
wi, Pre p A fpqc 覆盖 ((147], 1V.4.4.3). FHA SAW X > ERE 
zt=yp:X 一 已 一 4 是 忠实 平坦 拟 紧 态 射 (加 细 ). 取 纤 维 积 : 


F 
} 

E 
i 
| 

J 
| 

i 
: 
. 
7 
F 
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5.2.6 ”交换 群 层 的 正 合 序列 
命题 5.2.4 HA Fs 内 正 合 序列 0 一 了 一 万 -他 A 一 0, TA € Grs 和 
T —> S 是 仿 射 态 射 , 则 E € Grs. 


证 明 由 假设 , p © Fg 内 满 射 . 由 fpqc 拓扑 性 质 , 此 说 是 有 X € Gch/S 和 
交换 图 : 


其 中 zx 是 忠实 平坦 拟 紧 态 射 . FHEXAX STx X € Gch/S. 


HT > SEGA Ex,X > X EGAN. Uyw Exa X. 考 
虑 图 : 
| | 


X A 


L 


按 [141], 190-19, thm 2 = Sem. Bourbaki 1959/1960, n°190, 对 于 仿 射 态 射 q 
来 说 , Z 是 有 效 下 降 态 射 , 即 有 Z € Sch/S, 使 得 2*2Z =Y. 这 吏 是 说 2 同 构 于 
E, BI E(E $s) 为 可 表 , 也 就 是 我 们 在 命题 中 指 E E Grs 的 意思 O 


5.2.7 ” 正 合 友 列 的 等 价 类 


给 定 T, A e Sts. MET OS 为 平坦 . 我 们 考虑 正 合 序列 :0 一 工 一 
E -> A 一 0, EF E € rs Al 是 忠实 平坦 拟 紧 . 我 们 称 两 个 这 样 的 正 合 序列 
EE 为 等 价 , ACRE: 


上 0 —— T — E — A — 0 
E: 0 — T —— 也 ——- A——- 0 


这 些 等 价 类 所 组 成 的 集合 记 作 Exts(4, T). 


5.2.8 两 种 等 价 类 的 一 一 对 应 


命题 5.2.5 设 T,AEe Grs 和 TT 一 5 是 仿 射 平坦 . 则 有 双 射 Exts(4,T) 一 
Lxts, (A, T). 


正明 由 命题 5.2.1，Exts(4,T) 内 的 0 > TO FESO AO OFX 
Extz.(A, T) A Jt, 故 知 可 把 Exts(A, T) 看 成 Extz.(A,T) 的 子 集 ， 再 由 命 


ml 5.2.4，5.2.3 知 Extss (A, T) 内 的 正 合 序列 中 间 的 层 可 表 . 故此 序列 确实 在 
Ext s( A, T) 内 . E 


HERE S. RGHRS HB. 我们 称 一 个 S 概 形 P 为 G 主 齐 性 纤维 从 
(principal homogeneous bundle) 或 9 上 的 G 挠 子 (G-torsor over S), 如 果 透 过 
S SH a: P xs G — P, G 作用 在 P 上 ; 并 且 有 开 集 U, 满足 (JU = S 和 对 每 
个 和 有 忠实 平坦 拟 紧 态 射 S 一 Ui, 使 得 P! = P xs S. 带 上 作用 Gl =G xs S! 
同 构 于 Gi 带 上 平移 作用 Gh. 我 们 可 以 把 G 看 作 (Gch/S)~ 内 的 元 . 同样 地 , 我 
们 称 带 G 作用 的 集 层 P € (Geb/S)~ 为 S$ 上 的 G 挠 子 , 如 果 如 上 : P\s: 同 构 于 
G' (作为 (Geh/S!)~ 内 的 元 ).([146] XI4.1, [147], IV.5.1, [147]。VIII $4). 我 们 
说 P 是 局 部 平凡 的 (locally trivial), 如 果 可 以 选 S! = U; -> U;. ([146] XI.4.7) 


5.3.2 “” 兵 子 的 充 要 条 件 


命题 5.3.1 设 G 一 5 平坦 和 拟 紧 , G 作用 在 9 概 形 P E. IPHASH 
G RFE: (1) pri xa: PxsG >P xs P AAH P= SA% KF 
MKSA. 

WA MW PHS LGR. 引用 定义 中 的 记号 . 设 3 = J] S, P = PxsS’, 
G = G xs S. WS xs C. AG 一 S 是 忠实 平坦 拟 紧 得 知 P' 一 Ss’, 于 
丰 P 一 5S 亦 是 忠实 平坦 拟 紧 的 ([145]。，2.6，2.7)， 同样 地 按 下 降 理论 ,从 
(P xs G)s' > (P xs 了 )s' 为 同 构 得 知 PxsG 一 P xs P 亦 同 构 . 

及 过 来 , 取 P SH fpqc BH. W (1) 给 出 这 覆盖 的 同 构 , 这 就 是 定义 中 所 
KH) P’ =P xs Px G =G xP. E 


5.3.3 TSE 


设 4, 了 为 ( 拟 紧 分 离 ) 交换 5 群 概 形 ， 取 Ext(A,T) 中 的 元 上 :0 一 人 全 
E>A—>0. WED Fs 中 的 正 合 序列 (fpqc 拓扑 ). 所 以 有 忠实 平坦 拟 紧 SA 


第 五 草 # 扩 张 . 237 - 


nt X >A 使 得 下 图 交换 


Gain: 取 fpqc 和 窗 盖 后 “得 ”p 的 截面 ), HEE xi X ST xaX. 按 定义 这 就 等 
Fit: EA ET HF. 


5.3.4 ” 授 子 与 上 同调 


我 们 以 H*(S,G) 记 所 有 S 上 的 G 挠 子 的 同 构 类 所 组 成 的 集合 . OS 上 的 局 
部 平凡 G 找 子 的 同 构 类 所 组 成 的 子 集 与 上 同调 群 1 (S,Os(G)) 成 一 一 对 应 , 其 
中 Os(G) 是 由 G 在 S$S 上 的 截面 所 决定 的 层 . ([146] XI, 4.7; [136] Prop. 5.1.1; 
[329].) 而 且 0 € 五 1(S, Os(G)) 对 应 于 平凡 G HT. 


o* opr; = 1, o;opr;=0 (#7). 


Tx Oi 为 (pri, pr) H' (Ai, O4,) x H? (A2, Ož) > H(A; x Ag, OA, x Ay) 的 
左 逆 元 . 这 就 是 说 , H (A, OX ) x 万 (42,O4 ) Æ H! (A x A2, 0%. 4,) 的 直 和 
NF. 

Vu: AXA => AR AKEF. Re € H(A, 0ă), W u*(x) € H!(A x 
A Oza) RÆ w(x) = y + 2z, Hy € (pri, pr3)(A*(A,O7%)*), AT 
woo, =id, AKL y = prf £ + pr} z. 

我 们 说 z 是 本 原 上 同调 类 , 如 果 u*r = prž z + pris. KANS ọ:A-— B, 
则 gp* 把 4 的 本 原 上 同调 类 上 映 作 B 的 本 原 上 同调 类 . MAA 9, v,0: A> B 
使 得 0 = yp 十 外 即 是 说 0 = ueg ollo, y) 如果 zz 是 4 的 本 原 上 同调 类 ， 则 
Oz = p*r 十 WZ (事实 上 有 lz 三 AZ = x* (pri x + pr} s) = 9°7 + y*z). 
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命题 5.4.1 3 X Æ Abel SHH. NABH nx/s : Exts(X, Gms) 一 
H!(X, 0%). 并 且 nxjs 的 像 等 于 H(X, 0X) 内 所 有 的 本 原 上 同调 类 

WEAR 取 & € Exts(X,Gms) 所 决定 的 正 合 序列 
0 一 Gns 9 Y = XO 0, 


其 中 p 是 忠实 平坦 拟 紧 态 射 . 这 时 , Y Æ X ERI Gn HT. 按 [147] VIII Cor. 
4.5, 所 有 Gm 挠 子 均 是 局 部 平凡 . 所 以 决定 Hi(X, Ox(Gns)) = H1(X,O%) 内 
的 一 个 元 nx/s(€). 可 以 验证 X, S nxs 是 个 函 子 , 所 以 7 BAA. 

WR nx/s(€) = 0, WY 一 > X 是 平凡 Gm AF. 所 以 可 以 选取 p 的 截面 
Y — X 使 得 下 图 交换 . 


FENN X Æ Abel 概 形 , 所 以 q 是 群 同 态 . 因此 是 分 裂 扩 张 , 即 € = 0. 这 就 
下 明了 Tx/s fee HAY 

EX E € Exts(X, Gms). We = nxs(€). HA X,S > nxys EMT, 于 是 与 
f° 交换 . EP f: X AERD. Uu: XxX xX whee. 所 以 


u* (x) = nE) = nu*E = n(pri € + prs €) 
= pry n§ + pry nE = pry x + pr2 T. 


TERAM 9 的 像 为 本 原 上 同调 类 . 
反 过 来 , 设 有 本 原 上 同调 类 x e Hi(X,OX), BY — X 为 对 应 于 z HG, 
HT. kur XxX OXY PAY’: 


y” Y 


| | 


XxX — X 
Fy — Fi (EA FS RI AS u e Gm x Gm 一 Gm 换 群 得 Gn x Gm T Y x Y. 由 假设 
t 是 本 原 上 同调 得 知 Y' 与 Y xY 同 构 . 用 以 上 所 得 态 射 ”xY 一 YY 一 Y 得 
Y xY >Y 使 下 图 交换 ， 


Y xY 


Y 
(p, »| mi 
xX 


xxx. 
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FFA gly +t,y +t’) =gyy)+t+l (yy EY, t,t! E€ Gm, y + t48 t FA 
y £) Mee Y Ë ple) = X 的 单位 元 . 在 适当 地 用 G, 的 元 平移 后 , 可 以 假设 


g(e,e) =e. 这 样 只 要 证 明 Y 是 群 概 形 , RLY 是 从 Gu BX 的 扩张 . 


以 下 证 明 Y 是 群 概 形 . 
和 首先 证 明 : g(y,e) = g(e,y) 二 y,y EY. 
由 pg(y,e) = py 十 pe = py, 即 g(y,e) 一 Yy E Gn, WISH h: Y 一 Gm 使 得 


g(y,e) =y +h(y). 由 g(y 二 t,e) =gy,e) +t hly +t) = hly) HA t E Gm 


射 , 所 以 hh 为 常 值 映射 . 由 g(e,e) =ef 得 h(e) 二 1. 所 以 hly) = = 1, a gly,e) =y 
(留意 在 这 里 y +t 是 指 t 作 用 在 y E, 即 是 y 十 1 是 1= 切 . 

其 亿 证 明 :; HWA yy EY A gly, y’) = 9g(y,y). 

如 前 计算 pg(y, y) BAAR k: Y xY 一 Gm 使 得 gly y’) = gly’, y) + 
k(y,y’). Agytty) =oyy) +t, A kiy +t,y') = kyy’). FFERI, Al 


kly, y +t) = kly). 于 是 到 分 解 为 了 xY 一 一 PP xx x Gun. AE k AH, 
并 且 k(y,y’) = 1. 

TA, 对 所 有 yyy” E€ Y A gygy',y")) = ggy.y'),y"). 同样 
gy, gy’, y¥")) =g, y) Y") + Uy, yy"), AJ ES Uy, yy") = 1. 

最 后 证 明 : 存在 态 射 i:Y — Y 使 得 gly ily)) =e. 

wWiwiBeAAixn: X HX: rH -2,1¢:G, ~G,z:trt. RING, 
HT Y 一 X 是 由 x € A(X, Ga(X) 所 决定 . Big. (rz) = 一 x. 又 由 于 z 是 
本 原 上 同调 类 , E 15, (x) = 一 x. 

KIA i (x) = js(z), KASH Y > Y 使 下 图 交换 ， 


Y ——"_-+y 

| | 

x — X 
FHE ily +t) =i(y)-t, 其 中 y EY, tE Gma 可 以 假设 ie) =e. 则 如 第 (2) 步 
一 样 可 以 证 明 gly, i(y)) = e 对 所 有 y € Y 成 立 . 口 


5.4.3 Abel 概 形态 射 平凡 的 一 个 充分 条 件 


引 理 5.4.2 3 X,Y 为 Abel SHH. RAS f: XY 满足 条 件 : SH 
一 连通 分 支 均 有 一 点 8 使 得 f(zs)= 二 0€Y, 则 f=0. 

证 了 明 ”由 本 篇 第 三 章 3.1 节 刚 性 引 理 知 有 和 鹤 面 7 :9 一 了 使 六 =7op, 其 
中 p:X—5S. HA n = (S = X = Ss LY) =0f =0, 因为 f las, 所 以 
f =0, =0. O 
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5.4.4 “对偶 保持 加 法 


根据 域 上 Abel RAM HH, 有 ps。 = 0 ( 见 [225], p. 125). 所 以 由 5.4.3 可 得 
s = 0. u 


5.4.5 Picard 层 的 值 群 的 正 合 序列 


wX A Abel 9 概 形 . X Pic(X) = H!(X, 0X). 把 预 层 T = Pic(X xs T) 
层 化 得 Picx x/8 此 层 在 S 所 取 值 是 群 Picxys(5S). WEA Pics(X). 

= X Æ Abel S MBN, 可 以 用 Grothendieck 的 结果 ([141] Cor 2.4) 得 正 
合 序列 


0 — Pic 5 — Pic X — Pics(X) — 0. 
对 了 < Gch/S, a Xr =X xsT, HF XrxrT =X xsT, RIẸ Picy. /T(T) = 


0 — Pic T — Pic(Xr) — Picx,s(T) — 0 


(留意 : 层 化 后 , Picxjs(T) ABW TH Pic(X xs T)). 利用 态 射 (0, 1r) : 
T 一 对 xs 了 得 同 态 Picxjg(T) 一 Pic( Xr) 分 裂 以 上 正 合 序列 . 于 是 有 同 态 
0 =0x,T/s : Picy,g(T) > Pic(X xg T). 我 们 可 以 定义 单 射 


ax : Homs(S, X) C Picy,¢(S) 一 Pic X. 


546 ”本 原 上 同调 的 充 要 条 件 


命题 5.4.4 Pic X HE 是 本 原 上 同调 当 且 仅 当 & € Im(ax). 
延明 ”考虑 (代数 空间 ) 同 态 


设 是 本 原 上 同调 类 , 则 得 4 = C+E. 故此 (5 = 0. FRA E € Im(Picxjs(S) = 
Pic X). WA E Picxjs(S) 使 得 € = o(A). H Picy,5(S) = Homs(9,Picx/s) 及 
是 本 原 同 构 类 , 得 


5.4.7 Weil-Barsotti 公式 


定理 5.4.5(Weil-Barsotti 公式 ) ik X A Abel S 概 形 ， 则 有 肖 子 同 构 
X, St bx/s, 使 得 有 以 下 交换 图 : 


Homs(S, Xt) —“S + Exts(X, Gms) 


Pic(X) 


5.4.88 Abel 概 形 的 正 合 交换 图 


定理 5.4.6 yp: X —Y 是 Abel 5 概 形 满 同 态 , 并 且 N = Ker y 是 有 限 
平坦 9 群 概 形 . 则 有 正 合 序列 


0> ND yt 2, xt 9. 


从 ,到 这 个 序列 是 个 函 子 ， 即 是 说 : Kp: X,Y, AAEM, 并 且 有 交换 图 : 


X á Y 
x, —— Y; 


.242 . 第 二 篇 群 MM Æ 


证 明 置 M = Ker(y*). MT € Gch/S. 用 纤维 积 得 正 合 序列 


CAK : Homr7(Y7, Gut) — Hom; (XT, Gt) 
(两 边 均 同 构 于 Os(S)*). 所 以 从 以 上 正 合 序列 的 长 正 合 序列 , 得 正 合 序列 


0 — Hom7r(Nr, Git) È, Extr(Yr, Git) ?7, Extr(Xr, Girt). 


由 Weil-Barsotti 公式 得 交换 图 


0 


0 Homzr (Nr, Gmr) 一 Extr (Yr, Gmr) £5 Extr (Xr, Gar) 
0 Hom7(T, Mr) 一 一 Homz(T, Yy Homz (T, X7) 
从 此 得 同 构 


0 一 Ò or . Hom,(T, Mr) — Homzr(Nr, Gmr). 
据 Cartier 特征 标 群 公式 得 同 构 


Homz(T, Mr) 5 Homz (Nzr, Gar) >» Homz(T, N?) 


Homs(T, N”) 
(*: 用 [142] 3.3.14, 在 此 把 (N°)r 等 同 于 (Nz)?). 于 是 得 同 构 


x 


Pd 
Pd 


Homs (T, M) 


ào : N? = (Ker p)? —> M = Ker (ob 


所 以 对 s E S, 有 满 射 pt : YS 一 Xt. 于 是 yt 为 满 射 . 因此 按 3.2.3 节 和 5.2.3 节 


t 


0 — N? — Yt =, xt — 0 
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5.4.9 ”具有 有 限 纤维 的 Abel 概 形 满 同 态 的 核 


引 理 5.4.7 kf: X —Y £ Abel 5 概 形 的 满 同 态 并且 fhi K = 
Ker (f) 的 纤维 是 有 限 集 . M KK 是 有 限 平坦 SHH. 

WA K eX HTB. K 一 9 是 拟 有 限 和 固有 态 射 . 所 以 天 一 9 是 
ABR ([144], 4.4.2), 并 且 是 平坦 (第 三 章 引 理 1.2.4). 口 


5.4.10 K wT 
设 X W Abel S 概 形 . 对 应 于 


] yt € Homs (X*, X*) C Picx/s(X") 
在 Picx/s(X!) 内 的 元 素 记 为 Ex. 我们 已 定义 同 态 
CO = Ox,Xt/S - Picx/s(X") — Pic(X Xs X*). 


置 Px = o(éx) € Pic(X xs X*) (Poincaré M). U Ph € Pic(Xt xs X) 记 交 换 
因子 后 所 得 的 元 . 由 


0 一 一 Pic(X) 一 Pic( X“ Xg X) — Picx/s(X) — 0 


得 px = Px mod Pic(X) Æ Picx:;s(X) = Homs(X,Picxiys) P. 此 决定 态 射 


(3) Kxt 与 (kx) ABA. 


证 了 明 (1) 由 构造 过 程 得 知 X Kx ARIS. Px 限制 全 0 x X' 为 零 . 所 以 
kx 与 零 截面 交换 . 故 kx TORR X 一 X* 一 Picts. BEEK kx AAA 
(用 推论 3.2.1). 


.244 . 第 二 篇 群 概 Æ 


(3) 由 (2) 得 kx: 是 单 射 . 所 以 kx 在 纤维 上 是 单 射 . 在 Abel E (3) 成 立 . 
于 是 kxt 在 纤维 上 是 满 射 . 因此 kx* 是 忠实 平坦 (用 3.2.4). 

这 便 得 证 kx* 在 Fs (fpqc 交换 群 层 范畴 ) 内 是 同 构 . 因此 kx* 是 同 构 (用 引 
理 3.2.4). a 


5.4.12 Wee 


定理 5.4.9( 双 对 偶 定 理 (Biduality)) kx: X 一 XX 全 是 同 构 . 

证 阴 (Cartier-Nishi-Oort) i S 是 域 时 kx 是 同 构 ( 见 [264], §13, Cor. 
p.132). 所 以 对 s € S, 在 纤维 上 有 (Kx), : Xs > (Xt)。 是 满 射 . 因此 kx 是 忠实 
平坦 (用 第 三 章 引 理 1.2.4). 

由 引 理 5.4.7 得 K EE S 上 有 限 平坦 . 按 5.2.3 得 正 合 序列 
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5.5 ”和 群 概 形 的 双 扩 张 


5.5.1 MRT 


我 们 选 定 一 个 Grothendieck 拓扑 (如 固定 基 概 形 S, we S 上 的 fpqc 拓扑 ). 
用 这 个 拓扑 所 定义 的 集 层 (sheaf of sets) 所 组 成 的 范畴 记 作 了 (用 [148], 的 术语 ， 
这 是 一 个 topos). 

我 们 和 常 以 07 记 这 个 范畴 的 一 个 终 对 象 (final 或 terminal object), 即 是 说 , T 
的 每 个 对 巡 F AME—AW F - 07. Æ (Gch/S) pac PNR TRE ids BK S. 

HAEA BET. WALAY F x B 一 EMAVHEE CT E. MRA 

从 左 作 为 B 自 同 构 作 用 E EARRAS 4 一 Autg E). 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) BBA BRTAME ART, 

(2) E ÆA BR TAA A 一 AutgE. 
如 果 以 上 条 件 成 立 , WBA E Æ A-B WRF (bi-torsor). 4 A= B = G, 我 们 
就 简称 EA G MHF ([130] §1.5.3). 

HY T AACR P,Q,G. le 07 记 了 内 终 对 象 . 有 卡 氏 交换 图 : 


P PxQ 
| Q 
Mie M Gp, Go: 
G Gp G Ge 
| P | Q 
我 们 把 GPxQ 等 同 于 (GP)Pxe 和 (Ce)Pxe: 
G GPxQ 
| PxQ 
G [N G Go 
e NN P (Gp)Pxq É NN Q (Go)PxQ 
Q PxQ P PxQ 


.046 . Hom 群 概 形 


TETRA HDT P,Q 的 直 积 群 结构 . 我 们 将 把 Px Q BE P BEQp MQ 
E Po. 意思 是 这 样 : Qr 看 作 从 Q 一 e (Bite — P) 的 道 像 : 


| 


是 市 有 P 从 左 的 作用 . MARITA (Gpe)op = Gpxo. 
RAH GET 从 右 作 用 在 (e T) 上 和 从 左 作 用 在 Q (e 7T) 上 . 则 G 对 角 
作用 在 P x A, E: 


H P x G 用 G 对 角 作 用 所 得 的 商 记 为 PAQ, 称 为 缩 积 (produit contracté). 
用 直 极 限 得 知 PA Q 在 二 内 存在 并 且 表示 函 子 全 Hom(P x Q,T)°, 其 中 


Hom(e)S 是 指 G 不 变 同 态 . ( 见 [130] II §1-1.3). 我 们 常 把 PQ 写作 PQ ( 见 


5.5.2 和 群 扩张 和 双 授 子 


Pp,p' ` Bp Ep — bpp (p, p EP (T’)), 


在 以 上 公式 我 们 把 缩 积 E, N Ey 简写 为 E, Ey. 在 描述 扩张 的 序列 中 : j 是 
群 满 同 态 , i 是 从 G 到 Ker j 的 同 构 . wR ppp 记 作 pT y. 则 “与 换 基 相 容 ” 


是 指 : Tro) RAP. 
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证 了 明 MAIER EAMG EP WP SK. WHA, G 从 左 和 右 作用 在 EE 
E: re i(g)zi(g’), x € E(T), g,g € G(T), T € ObjT. 利用 e 和 一 己 换 基 从 区 
得 Tp. H j EERE Tp 的 对 象 , ME X Tp 内 的 Gp 双 挠 子 . 

SRU, 我 们 还 需 顾及 E 的 群 运算 . RRA p,p':e> P. WE Res 
谤 导出 态 射 9 : Ep x Ey 一 Epp, 并 满足 以 下 等 式 : 


/ 


p(gz,z2°)=gy(z,2'),  p(x,x'g) = p(z, x)g', 


p(xg, x’) = p(x, gz’), 
ROT AT HEATER, 9,9’ € G(T), 2 € E,(T), 2’ € E,(T), Ep 如 下 定 出 : 


E, E 
| 
P 


以 上 第 三 等 陈 指 出 y 可 分 解 如 下 


E, x Ey => E, A Evy PPP 奋 ， 


pp’ > 


RP r 为 对 商 投射 , 这 样 E 的 运算 满足 结合 律 就 等 同 要 求 Yop 满足 定理 中 的 交 
换 图 (5.1) 了 . 

以 上 应 对 PP 的 任意 乓 讨论 , 即 对 任意 T ORT, REMAT A Tr (E Tr 
HT ARMA). 考虑 PP 的 工 值 点 p,p' :了 了 一己 如 上 得 pw、 这 时 我 们 还 
TH Se ppp 的 构造 与 换 基 T 一 全 相 容 . 这 等 同 以 下 的 要 求 : ST =P xP, 
p=pr,:PxP->P,P=prn,u:PxPoPAP 的 群 运算 , 则 我 们 有 双 挠 
子 的 同 构 


5.5.3 ”和 群 的 双 扩 张 


wP,Q,GAT Ahi. EA Gryg HT. AN E ÆA Gp A Qr 的 扩 
ak. E 又 是 从 Go 得 Po 的 扩张 . 即 是 说 对 工 的 任 一 对 象 工 和 任意 PP € P(T), 
q C Q(T), A Gr HAT [Al RY 


Pp,p';g : Ep,a lp’ q > Epp! q- 


T (p,q) Px Q 
RITEK Pp pq 与 换 基 相 容 并 且 要 求 下 图 交换 (结合 律 ): 


、 Fpp',a Ep q 
ia Pop 
fps LGe 
Ep qEp qEp" q Epp'p” q 
id 
‘yp tol q 
Da Y p? 
Ep, q Epp" q 


(交换 律 ) 


bp ,qbp,q p' p,q 


bp, gq b, q” 
NS b, 
a) p42 <9 9 
Ep q Ep,q' bp a Ep qq’ q” 
l 
a A q' a’ 
92ov VV pd 
Ep, Ep,g'q' 
Pp qq’ 
Epa Ep,q ~ /p,qgq’ 
Sym | | id 


bp,q pa > Lp,g'g 
RIWAU EATE E 中 的 扩张 结构 相 容 ,如果 对 T 的 任意 对 象 也 , 任意 p,p' € 
P(T), q,q € Q(T) 有 交换 图 : 
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“UD LAA REN Rn E EM G A (P,Q) 的 双 扩 张 (bi- 
extension) (J, [151], VII, Def，2.1). 由 这 样 的 双 扩 张 所 决定 的 范畴 我 们 记 
fe BIEXT(P, Q;G) ( 见 [151], VII, (2.4.1)). 


5.5.4 eT RMI 


KE T 的 对 象 P, XR PAR ep:e— P. RGATAMH, EA Gp 
子 . E RF ep 的 刚 化 (rigidification) 是 指 G T eb E 的 平凡 化 (trivialization)， 
BN eg 五 的 一 个 鹤 面 . 

LEA T 的 对 象 @ 和 Q 的 截面 eo. WE E NÑ Gpxoe AT. Hea 得 
P xQ > P 的 截面 epxg/P Ba W ebyg ph > P NAH. FH ep 
得 已 xQ 一 9 的 截面 epxe/e. BBA ebyggH 7 Q NAH. WA (a, p) & 
(epXeg)*E 的 截面 . 我 们 称 (a, B) A ERT (ep, eg) 的 双 刚 化 (birigidification). 
双 刚 化 Gpxo 挠 子 所 决定 的 范畴 我 们 记 作 TORSBIRIG(P, Q; G) ((151]1, VII, 
1.3 7). 

利用 双 扩 张 E 的 单位 截面 可 以 得 到 E 的 双 刚 化 . TER RT 


BIEXT(P,Q;G) — TORSBIRIG(P, Q; G) 


([151]1, VII, 2.2, 2.9). 当 G = Gm 时 , Grothendieck ([151],, VIII, 7.5) 给 出 一 
些 条 件 使 这 个 函 子 是 范畴 等 价 . (这 是 他 在 [151] 的 两 篇 共 190 页 的 文章 的 最 后 的 
一 个 结果 .) 


56 ZART 


5.6.1 ”一般 情形 


我 们 选 定 一 个 Grothendieck 拓扑 . 用 这 个 拓扑 所 定义 的 集 层 所 组 成 的 范畴 
记 作 人 (用 [148]; 的 术语 这 是 一 个 topos). 
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BANGET KRZR. BL A 上 的 GE. Hn > 0, 我 们 用 以 下 
公式 定义 在 AY 上 的 G HEF 


(m* Leper I 


oni Card I Æ I n m my: ÅA” > A: (21, ,Tn) H Die Ti = Tr, 而 


Dp (L) 有 以 下 的 性 质 
(1) 加 性 : 如 果 工 和 M 为 4 上 的 G 挠 子 , 则 有 A" 上 的 G 挠 子 的 自然 同 构 


(LBM)— DL) YB DM). 


(2) A= J, acg(L) 是 孙子 (functoriality in A): 
WR y: A — AET 内 交换 群 同 态 , 定义 


yg :A — A”: (T1, 1. , Tn ) (p(T1), me , P(Tn)), 
则 有 目 然 同 构 
(PL) — (p\)* n(L). 


(3) Gre Q,ag(L) 是 图 子 ， MEY: G >C 是 工 内 交换 群 同 态 , Av 换 
BM LG AEG’ HT LY. WA A LG 挠 子 自然 同 构 


Q,,(L*) 一 J,(L)”. 


(4) Le+Q,ac(L) ERT: MRu:LoMEALGHTAA, WA A” 
EGRTERAK 
Dalt) : J,(L) — G,(M). 


(5) 对 称 性 : WG, ian ATERSE. Hye GS, Wy tA" HATE 
换 , 我 们 仍 记 此 为 Y : A" 一 A”. RIE G 挠 子 的 自然 同 构 


Da (L) 一 Y Da (L). 
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(6) 以 Ga 记 A 上 的 平凡 GRE Gx A. 有 同 然 同 构 
2(G © Gan. 


(7) 平凡 化 (trivialization): L 一 A 的 截面 o 对 应 于 工 的 平凡 化 , 即 同 构 
Uo : Ga > L:g-a mg- 0a, EP Ga 为 平凡 挠 子 G x A. 按 性 质 (4), (6), Mo 
tet D,(L) 一 A” 的 截面 乡 (c), 并 且 有 


9 (fo) 一 Dr( f)Pr(o), 


(8) 刚 化 (rigidification): LA07 œ T 的 终 对 象 , 以 ea : 07 一 AA “ER 
mM’. 对 1 和 ?1 乏 m Un :4 一 一 4 记 在 4 的 ?位 为 ea 的 态 射 . 则 有 目 然 同 构 


MD(L) > pres (LSC, 
EP p: A") > Or 为 结构 态 射 , 并 且 n 5 n (AP) NA n(A") 上 等 同 


5.6.2 EPIT 
本 小 节 我 们 考虑 D. 按 定义 ， 


Bo (L) xy 一 Listy Q) L-! QS) L7. 
Da 的 对 称 性 是 指 有 同 构 
Ery . Bo(L) ay 一 一 Do(L)y,05 


FWE: Era = id ME, ,06,, =id. 从 直接 计算 得 


Pry, ° Do(L)a+y,2 QO Ws (LL)s,y — Do(L) x y+z ww B,(L)y,2 


(两 边 同 构 于 Lett 8 L3' 8 L7! @L;'). HN pte, Lo =L HP Lo ELE 
原点 0 的 纤维 . 而 刚性 则 由 以 下 两 个 同 构 给 出 


Py Pa 


Q2(L)o y — Lyt — B(L)zo. 


同 构 E, p, p 相 容 是 指 下 图 交换 : 
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推 得 e1(0) = e200). 记 此 作 Ee :07 一 


证 阴 给 出 截面 D(L) —— AXA. X (x,y) € A’, A Lry 8 L7 BL 
的 平凡 化 . 即 有 同 构 L, @ Ly > Ls4y, TERZA Lx LoL: (a,b) axb. 
mw L A, 此 运算 与 4 的 群 律 相 容 . HHX ae LOE LgeEG, 有 
(ga) xb = ax (gb) = g(a * b). 
反 过 来 , 从 * 得 用 以 下 公式 定义 截面 : 
olna), r(b)) =axb@a' @b™, 


其 中 a,b E L, m: L> 4 为 结构 同 态 . a 
命题 5.6.2 给 定 4 上 的 GET L. 则 D(L) 一 A x A 的 截面 o 满足 : 
对 称 条 件 : oy, 2) = Ex y(o(z,y)), 


和 

2 LAER: Pry z(o(2 +y,z) @o(z,y)) =o(z,y +2) @oly,z) 当 且 仅 
当 对 应 于 o 的 运算 元 X 工 一 了 是 交换 的 和 满足 结合 律 . 此 时 (Lo, *) 与 群 G A 
构 . 亦 即 (L,*) 是 从 G 得 和 的 扩张 


5.6.3 HIT 
wLAA 上 的 GHT. 考虑 D(L). 按 定义 
D(L) y, = Lety: D L3, Q L31, O Lt, O La ® Ly Q Lr. 
对 称 性 是 指 对 y € Gz, (£1, £2, £3) € A? 有 同 构 
(X-y)e1,22,23 : Da(L) a1 29,03 — Da(L) ax.) ,24¢2) 2408)" 
百 接 计算 得 同 构 
We,y,z,t? Ds(L)e+y,2,4 9 Ds(L)2,y, — Ds(L)ay4z,t D Da(L)y,2,2- 
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定义 5.6.1 我 们 说 4 上 的 G 挠 子 工 是 立方 挠 子 或 说 有 立方 结构 (cubical 
structure), 如 来 YalL) 一 AP 有 满足 以 下 条 件 的 截面 T: 


(ii) r 满足 上 闭 链条 件 : 
Wary,zt(T(T +, 2,t) DTT,Y,t)) = 7T(7,Y + 2,t) @ rly, 2,t). 


IFAT (LT) 的 平凡 化 是 指 工 A 的 截面 o 使 得 Dlo) =T. 
从 直接 计算 得 同 构 


wT 为 D(L) 一 A? 的 截面 . 则 用 Q1, Q2 得 (Lay DIDL); ODL), 
和 Do(L) a y+2 @ Q,(L)> & Q,(L) 7; HART cl 和 oo. 此 时 有 


Q101 = T = Q202. (5.2) 
如 前 一 小 节 , 从 01, aa BRT D(L) 上 的 运算 : 
#1 DL) 2,2 B Do(L)y,2 一 BL) aty,2, 
*2 | Do(L),y @ Da(L)a,2 — Dal(L)a,y+2: 


命题 5.6.3 kA ALH GAT. NMLHASZFAW——-HATAG 得 
(A, A) 的 双 扩 张 (D(L), *1, *2), 其 中 由 41, 2 所 决定 的 截面 满足 条 件 5.2. 

WERA 见 [63] 2.5 节 . 口 

ale ETE S, 取 (Gch/S) ppt) 拓扑 . 我 们 把 概 形 关上 的 Gn eae X 


CUB(A, Gm). HA 上 关于 4 的 单位 截面 刚 化 的 Gn 挠 子 所 决定 的 范畴 记 为 
TORSRIG(4,G,,). Wisideit 


CUB(A, Gm) — TORSRIG(A, Gm) 


是 范畴 等 价 . 证 明 用 Grothendieck 的 结果 ((151], VIII, 7.5), 许 情 见 [256] Chap. 
12.6 节 


ie SATE AN 


FaN Bee Cae K 上 的 环 面 的 算术 . 最 简单 的 环 面 就 是 K™, 而 
类 域 论 便 是 KX 的 重要 的 算术 理论 . 在 本 篇 中 我 们 将 把 KX 的 一 些 算术 性 质 推广 
到 环 面 上 去 . 在 第 一 篇 中 我 们 已 经 看 到 环 面 对 于 线性 代数 群 的 结构 一 一 因而 对 于 
它 的 算术 具有 重要 的 影 啊 ; DAM, 与 作为 射影 交换 群 的 Abel RANI, 环 面 
征 仿 射 交换 群 . 基于 这 两 个 原因 , 我 们 有 必要 了 解 环 面 的 算术 . 这 方面 的 早期 成 果 
是 由 Tate, Ono 和 Langlands 作出 的 . 

Bloch-Kato'*! 提出 了 著名 的 motive 的 玉河 数 猜想 , 并 画 了 以 下 的 图 : 


他 们 把 外 围 虚 线 的 圈 称 做 grand unification. 我 们 在 他 们 的 圈 里 加 了 一 条 线 
“一 一 ”以 代表 自 守 形式 理论 中 的 Fontaine-Mazur023] 猜想 . 也 许 从 这 个 图 读者 
可 以 了 解 这 部 书 中 的 结构 吧 . 


第 一 革 ”和 群 的 上 同调 


本 篇 的 主题 是 环 面 的 上 同调 群 . 作为 预备 我 们 先 给 出 有 关 同 调 代 数 的 衣 景 知 
识 . 读者 可 以 参看 [23] 和 [12]. 


1.1 基本 性 质 


1.1.1 诱导 模 和 上 诱导 模 


设 G 是 群 .以 下 我 们 所 说 的 G 模 都 是 指 左 模 . 如 果 A 是 一 个 G 模 , 我 们 在 
A 上 可 以 定义 一 个 右 模 结构 , 为 此 只 要 规定 a.o = ota (a E A, o E€ G). & 


AF = {a € Aloa =a, Vo € G}. 


则 有 Homg(Z, A), KBR Z AACE G 模 , 即 对 于 g € G, neZ, ME gn=n. 
以 ZIG] X G 的 群 环 . 对 于 任意 给 定 的 Abel # X, Hom(Z[G],X) 构成 一 个 G 
模 : G 在 其 上 的 作用 为 (of)(7) = f(ro) (o € G, f € Hom(Z|G], X), r € Z[G]). 
此 模 称 为 上 诱导 模 (co-induced module). 

以 Io W ZIG] 的 由 所 有 o 一 1 (0 € G) 生 成 的 理想 . $ AG = 4/7Tc4. N 
Z Bo A S Ag. 对 于 任意 给 定 的 Abel FFX, KER Z(G] S X 构成 一 个 GE: G 
在 其 上 的 作用 为 cr@z)=or@z(tceGireZIG xex). 此 模 称 为 诱导 模 
(induced module). 

对 于 有 限 群 G, 以 Ne 记 Z(G] 中 的 元 素 Locard. 用 Ne 作 乘 法 定义 了 A 
上 的 自 同 态 No : AOA. BRICA C Ker No, ImNo C AC. wR H ÆG 
的 指数 有 限 的 子 群 , G/H = {o1H,… ,omH}, W Nojala) = Xia cia 定义 了 
一 个 同 态 Ney : A” 一 AF. 此 同 态 不 依赖 于 陪 集 代表 {oi} 的 选取 . 显然 
Ne = Neo ° Ng, FH NGA C NHA. 


11.2 同调 群 和 上 同调 群 


设 RR 是 环 . AR RATAN RIA Rp Mod. 4A, Be RE, WM A 2 B 
的 R RAAT iA Home,(A, B). 取 定 一 个 及 模 A. FERT 


D: r Mod — pr Mod 
C — Hom p(A, C), 
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则 D 是 堪 正 合共 变 图 子 , 故 可 以 取 DD 的 右 导 出 浮子 R"D. 我 们 以 ExtR( A, C) w 
R"D(O). 男 一 方面 , 考虑 张 量 积 . APR REA. 定义 图 子 
T: r Mod 一 一 Ab 
已 Fr A QOR B, 
WT 是 右 正 合共 变 函 子 , 故 可 以 取 工 的 左 导 出 函 子 L*D. 我 们 以 Tort (A, B) 记 
L"T(B). 

设 4 为 G 模 . 将 也 看 作 平凡 G 模 , 即 对 于 gE€ G,n eZ, 定义 g 在 n 上 的 
作用 为 gn = n. WG 的 取 值 在 4 中 的 同调 群 (homology group) 以 及 上 同调 群 
(cohomology group) 分 别 定义 为 

H,,(G, A) = Tor,'"(Z, A), 

H"(G, A) = Ext?ia(Z, A),， n2>0 
(参见 [69] Chap. XII). 特别 地 , Ho(G, A) = Ag, H°(G, A) = AF. 有 限 群 G 的 
Tate fe) W# (Tate cohomology group) H "(G, A) (neZ) 定义 为 

H"(G,A) = H"(G,A), n>], 

H°(G, A) = A°/ImNeg, 

万 -1(G, A) = KerNg/IcA, 

H-"(G,A) = H,-1(G,A), n22. 


以 后 凡是 见 到 A(G, A), 除 特别 声明 外 , 我 们 总 是 假定 G 是 有 限 群 
KT H,(G,—), H"(G,—) 0 H"(G,—-) 的 第 一 个 重要 性 质 是 : 从 任 一 G 模 


0 — A — B — C— 0 
出 发 , 我 们 可 以 构造 长 正 合 列 
万 (G 4 一 万 (GDB) — H,(G,C) 一 Hn-1(G, A) — 
... — H"(G, A) — H"(G, B) — H"(G,C) > H"+!(G, A) — --- 


>. — H"(G, A) — A"(G, B) — H"(G,C) > Â+ (G, A) 一 -- 
Lv eS SEAR BACH, 即 


H” (c14) = | | H™(G, Aa) 
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(参见 [69] Chap. V 89 Th 9.4: H"(G, 一 ) Æ RH 型 的 ). 
A) Va ASS BAIR BARB Ac, BP 


H,.(G, 》 Aa) S Ñ` Hn(G, Aa), 
H,,(G, lim Aq) = lim H,(G, Aa) 


(参见 [69] Chap. V §9 Th 9.4, 9.4*: H,(G,—-) Æ LE MI LD* HH). AF 
H"(G, 一 ) 可 被 视 为 上 同调 ， 所 以 它 与 直 积 可 交换 , 而 它 又 可 被 视 为 同调 , 故 也 与 
直 和 以 及 直 极 限 可 交换 . 

1.1.3 ”同调 群 和 上 同调 群 的 计算 


群 Hn, H”, À” 可 以 用 下 述 的 标准 复 形 来 计算 : 


P, : 一 人 bh — P. — Rh — Z — 0 


其 中 P; = Z[G**), 即 PB 是 以 G x- xG IEKA HZR, G 在 每 个 基 元 素 上 
i 十 1 个 


o (T0, O1,°°° ,Oi ) 一 (O00, O0O1,°°° ,00;), 


lad: P,— Pi, 由 熟知 的 下 述 公 式 给 出 : 


H"(G, A) = H"(Home(P,, A)). 


& P, = Hom(P,-1,Z), 再 进行 连接 , 得 到 复 形 


则 有 


A 


H” (G, A) 一 H"(Homg(P,, A)) 
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(根据 以 下 的 引 理 : MR ARGH, C 是 有 限 生 成 自由 GR, WARM f: 
A Ba C — Homc(Hom(C Z), A), 其 定义 为 fae@c(p) = Yoo y(oc)oa, 其 
中 a€ A, cE C, » € Hom(C,Z)). 

我 们 也 可 以 用 非 齐 次 复 形 来 计算 Hn, H” 以 及 Ay. 

Fi > 0, $ N AA {[o1,… , 0%] | oa ,0i E G} 为 基 的 上 自由 G, B 
N; 的 任 一 元 素 是 有 限 和 > rlo. ,oil (r € Z[G]). $ No 为 由 [生成 的 自由 G 
模 . 规定 O([]) = 0 以 及 


一 04 1 |02, VA 十 S (-1) o, OjO 7 十 1) 》 0; + (—1)*[on, ’ Oi-1 
j=1 
则 下 述 对 应 
ool] 
co， Oi > 09 [co t0), Ol ‘Oo, 05-49% 


P, —— P, 
| | 
N; —— N; 


1.1.4 维 数 移动 


应 用 上 一 小 节 的 复 形 已 容易 证 明 : 对 于 n > 1 如 果 4 是 诱导 GR, W 
H,(G,A) = 0; WR 4 是 上 诱导 GR, 则 H”(G, 4) = 0. 事实 上 , 如 果 4 是 上 诱 
FTIR, 比如 说 4 = Hom(Z[G], X), 其 中 X 是 Abel 群 , 则 对 于 任 一 G 模 B, 我 们 
A EJF 

| Homg(B, A) —> Hom(B, X), 


KEXA: 如 果 p : B> 4 是 一 个 G 同 态 , 则 o KEX H b ob) 所 定义 
的 映射 BoX, 其 中 1 是 G 的 恒 等 元 . 所 以 复 形 Home(P,, A) SAF 


0 —> Hom(Po, X) — Hom(P,,xX) —--- 


此 复 形 在 第 一 个 位 置 以 后 都 是 正 合 的 (因为 P, Æ Z EHK), 故 H"(G, A) = 0 
(Vn > 1). 诱导 模 的 情形 类 似 . 
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一 个 直接 的 推论 是 下 述 的 所 谓 维 数 移动 (dimension-shifting) 引 理 : 设 
AA Gt, 则 我 们 有 满 同 态 u: ZIG] 8z 4 > A: o 8 a oa 和 单 同 态 
L: A— Homz(Z|G],A): a > ta, AF a(o) = oa. 进一步, 对 于 n> 2, RING 
同 构 : 


H"(G, A) S H"! (G, Coker +) 


(参见 [175], p.20). 通常 , 如 果 我 们 能 够 先 证 明 关 于 n = 1 的 一 个 结果 , 则 可 以 用 
上 述 同 构 做 归纳 法 从 而 得 到 关于 一 般 的 n 的 结果 . 

我 们 再 陈述 一 个 关于 上 同调 消失 的 结果 . 

对 于 一 个 GRA, 我 们 可 以 考虑 以 下 的 性 质 : (i) 4 是 自由 的 , (ii) A BR 
SHY, (i) A ZARA, (iii) A 是 弱 投 射 的 (参见 [69] p.200), (iv) 4 是 上 同调 
平凡 的 (cohomologically trivial), 即 对 于 G 的 所 有 子 群 A 和 所 有 整数 n, 都 有 
H"(H, A) = 0. 下 面 的 蕴涵 关系 是 已 经 知道 的 : 


(i) ==> (ii) => (iii) ==> (iv) 
G’) 
进而 言 之 , 设 G 模 A, B 之 一 是 上 同调 平凡 的 , (i) 如 果 AR B Æ ZG EHH, 
WW ASB 是 上 同调 平凡 的 , 如 果 A Æ ZCG 自由 的 , 或 4 有限 生成 并 且 是 ZIGI 无 
HAJ, Wi] Hom(A, B) 是 上 同调 平凡 的 (参见 Rim [1]). 
1.1.5 Shapiro 引 理 与 限制 - 膨胀 序列 


Kf: G 一 G 是 群 同 态 , 则 它 诱导 出 标准 复 形 的 同 态 Pi P. 因此 对 于 
任 一 G 模 A, 有 同 态 


f*: H"(G,A) — H"(G’, A), 
fa: H,(G', A) — G,(G, A), 


任 这 里 我 们 通过 f 把 A 视 为 G' 模 . 
对 于 G 的 子 群 互 , Rf: H> G 为 含 入 映射 ,此 时 的 f* 称 为 限制 同 态 


(restriction homomorphism), 记 为 
Res: H"(G,A) — H” (H, A), (1.1) 
同时 称 f 为 上 限制 同 态 (corestriction homomorphism), WX 


Cor: H,(H,A) — H,(G, A). (1.2) 
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设 [G : H] < oo, {6} Æ G XF WHR H\G 的 完全 代表 系 . 1.1.3 中 的 
标准 G 复 形 P, 也 是 自由 H AW. 映射 


诱导 出 (同调 函 子 ) 态 身 
Res: H,(G,A) — H,(H, A), 


使 得 Res : H(G, A) 一 Ho(H, A) 由 映射 
a | N §a 
j 


给 出 (显然 此 映射 与 & 的 选取 无 关 ). 此 同 态 与 (1.1) 式 一 起 定义 了 上 同调 函 子 的 
同 态 
Res: H"(G, A) — H"(H, A) (n € Z). 


类 似 地 , 如 果 G/H 是 有 限 集 , MRH Non: AY 一 AS 可 以 扩充 为 上 同调 
RT 
Cor: H"(H, A) — H"(G, A). 


结合 (1.2) A, 我 们 得 到 同 态 
Cor: H"(H,A) 一 H"(G,A) (nez). 


将 Res 和 Cor 联合 起 来 , 我 们 Cor o Res = [G : H]. 又 如 果 令 BAHR, 4 为 与 
Ind? B 同 构 的 G 模 , WA Shapiro 引 理 , 即 ， 存 在 一 对 H 同 态 


4 二 一 -有 


使 得 joi 是 及 上 的 恒 同 映射 , 并 且 A=) og) 0iB. 于 是 下 面 的 两 个 映射 


70Res 


H"(G, A) H"(H, B) 


Coroi 


E HAREA E (A [167], Lem. 1.1). 
对 于 给 定 的 re G, GHABMM oH ror! 使 得 4 成 为 一 个 新 的 G 模 ， 
记 为 A’, 并且 有 同 态 
H"(G, A) — H"(G, A’). 
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万 一 方面 , A 一 A: ar rta 诱导 出 同 态 
H"(G, A’) — Ê” (G, A). 


用 维 数 移动 一 类 的 讨论 可 以 证 明 : 上 面 的 两 个 同 态 的 复合 是 H"(G, A) 上 的 恒 同 
ERIT. 

wRAeGHIEMSH, f: G 一 G/H 是 典范 同 态 . 对 于 任 一 G 模 4. 我 们 有 
G/H $ A", 因此 有 同 态 H"(G/H, A”) 一 H"(G, A"). 将 此 同 态 与 由 4 一 4 
谤 导 的 同 态 复合 , 我 们 得 到 所 谓 的 膨胀 同 态 (inflation homomorphism): 


Inf: H"(G/H, A”) — H"(G, A). 


现在 我 们 证 明 关 于 限制 - 膨胀 序列 的 命题 . 
命题 1.1.1 设 万 是 @ 的 正规 子 群 , 4 是 G 模 . 则 
(1) 下 面 的 序列 正 合 : 


H*(G/H, A") H‘(H,A), 1<i<n-1. 


WEARS Cd eT A LEBER) DER (1). 详 述 如 下 : 

#12. Æ H'(G/H, A?) ih wf: G/H 一 A? 是 一 个 1 上 闭 链 . 则 
f EFH f: G 一 G/H OA. 它 是 一 个 1 上 闭 链 , 其 所 在 的 类 是 f 的 类 的 膨胀 . 
如 果 f 是 一 个 上 边缘 , 则 存在 a € ARATO = ga —a (Vo € G). GÆ f EH 
的 陪 集 上 取 常 值 , 所 以 oa 一 a = oTa 一 a (Yr e H). 于 是 Ta =a (VT eE H), B 
a E€ A". 故 了 是 上 边缘 . 

#22. ResolInf =0. 设 yg: Go AH—4 1 LW, Wola: HOA 
类 是 y 的 类 的 限制 . 如 果 y= f, 则 fle 显然 是 常 值 映射 , 且 取 值 为 f(1) = 
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知 ( 取 7TE 互 )p 在 互 的 陪 集 上 取 和 党 值 , 故 ( 取 ce 万 ,reG)op 的 像 含 于 AE. 
所 以 p 是 一 个 上 闭 链 G/H — A” 的 膨胀 . 这 样 就 完成 了 (1) 的 证 明 . 
用 维 数 移动 可 以 证 明 (2). 我 们 把 (2) 归结 为 n = 1 的 情形 , 这 就 是 结论 (1). 
令 A* = Hom(Z|G], A). 则 有 自然 的 单 射 , : 4 一 At, EK ac A 上 映 为 a, 
其 中 心 的 定义 为 ws(o) = oa. 于 是 我 们 有 G 模 的 正 合 序列 


0 — A — A* — 4 — 0, 
其 中 4A' = A*/A. Gt A* FA H Re CAFN (AW ZG) 2B ZH] 模 ), 所 
p 
HŻ(H, 4) = H}! (H, A) =0 (1<i<n-—2). 
此 外 , 因为 H1(H, A) = 0, 所 以 序列 
0 — A" — (A*)* — (A) — 0 
ES, 同时 (4*)# 是 上 诱导 模 (因为 (4*)# & Hom(Z[G/H], A)). 所 以 在 交换 图 
0 H"~"(G/H, (A’)") — H" (G, A’) — H” (H, A’) 


|a 0 0 


0 H"(G/H, A”) —— H"(G, A) 一 一 万"( 万 , A) 
中 三 个 竖 直 的 箭头 都 是 同 构 . 对 于 A’ 应 用 归纳 假设 , 知 此 图 的 上 面 一 行 正 合 . 于 
是 下 面 一 行 也 正 合 . 这 就 证 明了 (2). 
(3) Æ (2) 的 直接 推论 . O 


1.2” 低 维 同 调 群 和 上 同调 群 
在 本 节 我 们 将 计算 一 些 低 维 的 同调 群 和 上 同调 群 , 得 到 一 些 精 确 的 公式 , 并 
建立 限制 映射 与 转移 的 联系 , 以 及 H? 与 群 扩 张 的 联系 . 


1.2.1 ”一 维 同 调 群 的 计算 


P Ba A 的 一 个 元 素 r 可 以 被 视 为 取 值 在 4 中 的 一 个 函数 rlo , 0441), 
CRE GH 的 有 限 多 个 元 素 处 取 值 不 为 零 . 于 是 有 
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H z(e) =0 (Yo #1), 4 y(1,1) = z, y(t,0) =0 (Y (1,0) #(1,1)), W 


议 0 一 4 一 B 一 0C 一 0 是 G 模 正 合 序列 ,x : G 一 C 是 G 的 取 值 在 C 
中 的 1 财 链 . HTE o cG, 将 z(c) 提升 为 žo) € B (WE z(o) = 0, 则 取 
z(o) = 0). 则 dz 在 C 中 的 像 为 零 , 故 dz X ARTZ. dž 在 H(G, A) 中 的 类 
就 是 x 的 类 在 映射 


0 : H(G, C) 一 一 H(G, A) 


下 的 像 . 
w ASE: ZIG] 一 Z: Ons Yin, 的 核 记 为 Ie. 则 有 正 合 序列 


0 — Ig — ZG) + Z — 0. 
对 于 任 一 包 自由 的 G 模 , 我 们 有 正 合 序列 
0 — Ic 8 A — ZÍG] 8 A — A — 0. (1.3) 
由 此 我 们 得 到 同调 正 合 序列 


H, (G, Z[G] ® A) — H: (G, A) = H(G, Ie 8 A) 
— Ho(G,Z[G] ® A) = H(G, A) — 0. 


但 是 H(G, Z|G] ® A) = Z &g (ZIG| ®z A) = Z Bo A = HIG, A), 特别 地 ， 
Kere, = 0, 所 以 ô 是 满 射 . 由 于 Z[G] @ A 是 诱导 模 , 故 H(G, ZIG] @ A) = 0. 
这 样 我 们 得 到 同 构 


(o—1)7T @a—(c—-1)@a 生成 的 子 群 实际 上 是 由 (0 一 1)(7 一 1) @a 生成 的 . 这 
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就 是 说 Te Qe 4 宕 Tc/7@4. 另 一 方面 , WRA CG 记 G 的 换 位 子 群 , 则 映射 
rro 一 1 诱导 出 乘法 群 C/G' 到 加 法 群 Te/ 友 的 同 构 . 于 是 我 们 得 到 

H,(G, A) = G/G’ & A. (1.4) 


在 G 是 交换 群 的 特殊 情形 则 有 GAS H (G,A). 在 此 同 构 下 o @ a 对 应 于 在 
o 处 取 值 为 a 而 在 其 他 处 取 值 为 零 的 1 闭 链 所 在 的 类 . 

12.2 ” 子 群 与 商 群 的 一 维 同 调 群 

在 本 小 节 我们 对 于 Hi 考虑 群 变化 . 

首先 我 们 对 于 Hi 考虑 限制 同 态 . 我 们 有 交换 图 


H,(G,Z) © H(G, Ie) = Ig/L ~ G/G 


| 民 


0 
Hi(H,Z2) 一 一 人 H(A, Ig) 一 Ig/InIg | Ver 


| | : 


NJ 


H,(H,Z) — H)(H,In) = 万 /万 —— H/H' 


对 于 o cG, o 在 Io/I12 中 的 像 是 o —1, 而 Res(o — 1) Æ% WE (o - 1) 
mod InIg. 对 于 每 个 i, 存在 一 个 指标 j(i) 和 一 个 元 素 a e 五 使 得 


Ho — Ci€j(i)) 


所 以 
Res(o — 1) 三 2 Ci€j(i) 一 2 mod Ile 


一 = De 一 1)E5(4) mod lglg 
= ye 一 1) mod Intl. 


另 一 方面 , [lo IAA H > Ig/ 一 Ie/Tnle FIRE X (ci — 1) Æ Ie/Inle 
中 的 类 . 这 样 我 们 得 知 o CE H/H 中 的 像 是 [ce 所 在 的 类 . 此 映射 经 典 地 被 称 为 
转移 (transfer) (Verlagerung). 这 就 是 下 面 的 命题 : 

命题 1.2.1 设 0: H\G >G È H\G 的 一 个 代表 系 .对 于 任意 的 gEG 和 
TEH\G, Ac, v 为 由 下 式 决定 的 A 中 的 元 素 : 


0(T).I 王 cr v0T :0a) 
则 转移 Ver: G/G' > H/H' 将 o RA [Lemecr, o & H/H 中 所 代表 的 陪 集 . 
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1 — C 5 W > G — 1 (1.5) 


六 中 C 不 交换 群 , 1 A 任 一 G 模 4 通过 j 被 视 为 W 模 , 因此 也 是 C 


在 W 的 其 他 元 素 处 取信 为 零 WW y 的 像 是 zx. 这 说 明 序列 (1.6) 在 Hi(G, A) 处 
ES. 

在 H (W, A) 两 边 的 二 映射 的 复合 为 零 的 原因 是 ， 在 群 的 恒 等 元 之 外 都 等 于 
ah) 1 闭 链 是 边缘 . 

余下 要 证 明 的 是 H (W, A) 一 H(G, A) 的 核 含 于 H (C, A) 一 Hi(W. A) 的 
像 . 我 们 有 交换 图 


H,(W, A) _ H(G, A) 
H,(C, A) — Hı(W, A) — H, (G,A) 


: w= ow) 是 WW 上 的 一 个 1 闭 链 , CE G PRR o Y 
y(o,7) 的 边缘 . + z(u,v) 是 WW 上 的 2 链 , 其 定义 为 


ZX(w) 是 


j(w)=o 


dz(u) = X w;*z(we, u) — X z(uws, wz!) + X 2(u, We). 


于 是 x' 十 dz' 的 文集 含 于 C. 由 于 z 所 在 的 类 = 2Z' 十 dz 所 在 的 类 = r' 所 在 的 类 = 

7' 十 dz’ 所 在 的 类 , 我 们 得 知 z 所 在 的 类 在 H (G,A) 的 像 中 . 这 就 证 明了 序列 

(1.6) 的 正 合 性 . 口 
与 序列 (1.6) 有 关 的 一 个 重要 的 结果 是 : 映射 H (C, A) 一 Hi(W, 4) 与 

Res: H,(W, A) 一 Hi(C, A) 的 合成 通过 映射 Ne 分 解 (参见 1.1 节 ), 此 即 

命题 1.2.3 ”下面 的 图 交换 : 


H,(C, A) —— H,(W, A) 
Ne | Re | (1.7) 
Ne(Hı(C, A)) — H: (C, A) 
证 明 “由 正 合 序列 出 发 (参见 1.2.1 节 的 (1.3) 式 ) 我 们 得 到 交换 图 
H,(W, A) — Ho(W, Iw ® A) 
Ra | [Re 
H,(C, A) — Ho(C, Iw ® A) 
其 中 水 平 的 箭头 是 同 构 (参见 1.2.1 9). WR r: we r(w) 是 WW 上 的 取 值 在 4 
中 的 1 闭 链 , 则 它 的 同调 类 在 五 o(T Iw @ A) 中 的 像 是 类 


> (w™ — 1)(1 8 z(w)). 


限制 到 C 上 我 们 得 到 
3 (wow (1 ® z(w)) — w.(1®@ z(w)) 


Oo wW 
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所 在 的 类 . 对 于 7 EG, we W, 有 唯一 的 cr we C 和 唯一 的 co € G, 使 得 
wrw = CryWo. 于 十 上 述 求 和 等 于 


(1.8) 


则 称 之 为 一 个 1 上 闭 链 (1-cocycle) 或 交叉 同 态 (crossed homomorphism). 对 于 
任 一 ae A, 我 们 称 映 射 


为 一 个 1 FID se (1-coboudary) Bk  3é XN [el % (principal crossed homomor- 
phism). 一 个 2 上 闭 链 (2-cocycle) # A F (factor set) 是 指 一 个 映射 
p: GxGoA 使 得 


CET 03) 一 (0102, 03) 十 P(o, T203) 一 Won, 02) = Q, (1.9) 
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并 且 W(e,D = 0 = w(1,o). 对 于 任 一 满足 o(1) = 0 的 映射 p : G 一 A, 定义 映 
Ft G X G — A 为 


P(o, 02) = o19(02) — Pp(0102) + Yor), 


这 样 的 映射 称 为 一 个 2 上 边缘 (2-coboudary) 或 分 裂 因 子 集 (split factor set). + 
Z'(G, A) (相应 地 , BY(G, A)) 为 上 闭 链 (相应 地 , i 上 边缘 ) 生成 的 Abel #, M 
有 

H'(G, A) = Z! (G, A)/ B! (G, A), 


H? (G, A) = Z?(G, A)/B?(G, A). 


1.2.4 和 群 扩张 与 二 维 上 同调 

在 本 小 节 中 我 们 考虑 群 扩 张 和 上 同调 , 将 用 乘法 记 群 和 模 的 运算 . 我 们 在 第 
二 篇 第 三 章 亦 讨论 了 这 个 概念 . 为 了 以 后 的 计算 设立 一 些 人 符号 , 这 里 重复 一 些 定 
X. 


w G 是 一 个 群 (不 一 定 是 有 限 的 ), C 是 一 个 乘法 群 . PTRA C 得 G 的 一 个 
群 扩张 (group extension) 是 指 一 个 群 同 态 的 正 合 序列 


1 — C ŻW >G cl. (1.10) 


此 正 合 序列 决定 了 一 个 同 构 WiC = G. 
为 了 分 析 一 个 扩张 W 的 结构 , 我 们 对 于 任 一 o € G 取 定 一 个 代表 元 系 
wo E W 使 得 jw, = o. XIF, W 的 任 一 元 素 w 束 可 以 唯一 地 表示 为 


w = 1(c)We, OoEG, cEC. 
实际 上 , o = jw, c = i (ww). 对 于 o,T € G, FE cor E C, 使 得 
WsWr = Cop Wor (1.11) 


这 些 元 素 Cor = WoW W7! 称 为 扩张 (1.10) 的 一 个 因子 集 (factor set). 
以 Aut C W C 的 目 同 构 群 . W 中 的 共 轿 作用 导致 群 同 态 风 : G 一 AutC. 
在 此 同 态 下 每 个 yllo) 在 任 一 c 上 的 作用 由 下 式 给 出 : 


i(W(o)c) = we(ic)w;’. 


此 作用 不 依赖 于 we 的 选取 . 我 们 称 (1.10) È C 被 G 的 具有 算 子 的 扩张 . 此 时 
CEY TRA GA. 
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对 于 给 定 的 任 一 同 态 yY: G 一 Aut C, 至 少 存在 一 个 CQ 被 G 的 具有 算 子 Y 
的 扩张 , 即 具 有 以 下 乘法 的 半 直 积 C xy G: 


(c,7)(b, T) = (cp(o)b, or), (1.12) 


H i(c) = (¢,1) 和 j(c,o) = o 给 出 . FFA j AAW s, 其 定义 为 s(a) = (1,0). 
给 定 尺 一 个 群 扩张 (C' 交换 ) 


1— æ Ww Lo — 1. (1.13) 


由 序列 (1.10) 到 序列 (1.13) 的 一 个 同 态 是 指 一 组 使 得 下 面 图 交换 的 同 态 a, b, 


y: 
| |s |, (1.14) 


wp Al! 分 别 是 与 序列 (1.10) 和 序列 (1.13) 相关 的 算 子 . 则 G 通过 y 作用 在 
C 上 : 对 于 cesG 和 cecC'c 在 c 上 作用 的 结果 等 于 ww(yo)(c). 容易 验证 


alp(o)c) = Y (yo) (ac). (1.15) 


进一步 , 如 果 C = C, a= lge, G = G", y= lg, 我 们 则 称 扩 张 W AW! 为 等 价 
的 . 此 时 ( 非 交 换 的 ) 短 的 五 引 理 保 证 8 是 同 构 . C 的 所 有 被 G 的 具有 算 子 Y 的 
扩张 的 等 价 类 组 成 的 集合 记 为 e(G, C, p). 

序列 (1.10) 所 示 的 扩张 被 称 为 分 裂 的 ， 如 果 存 在 一 个 同 态 s : G 一 W 使 得 
js = = 1g. FEID GK C My G ERR. 反之 如 果 序 列 (1.10) 在 s: GOW F 


b: W — C AG 


:2271 . 


(1) 扩张 (1.10) 的 因子 集 fe} 是 一 个 2 上 闭 链 
(2) 将 C 的 每 个 被 G 的 具有 算 子 小 的 扩张 对 应 到 它 的 因子 集 的 映射 


«(G,C,~) — H2(G,C) 


ADH (这 里 AY 表示 C EY THEA G 模 的 二 维 上 同调 群 ). 

(3) 在 (2) 中 所 述 的 双 射 下 ,分裂 的 扩张 对 应 于 H HRA. 

fi 1.2.5. 给 定 扩张 (1.10) 和 (1.13) 以 及 同 态 wa : COC’, y: GoG’. 
设 {cor} (FARM, {b,.-}) 是 (1.10) (相应 地 , (1.13)) 的 关于 选 定 的 陪 集 代表 wo 
(相应 地 , v) 的 因子 集 . 则 存在 一 个 同 态 6: W W AR (1.14) 交换 的 充分 
必要 条 件 是 

(1) a 是 G 同 态 , 这 里 G 通 过 作用 在 C' 上 ,， 

(2) acor 和 bo,yr FA G 的 取 值 在 C' 中 的 上 闭 链 是 同调 的 . 

进一步 , 如 果 两 个 B 相差 由 某 个 元 素 CCC 引起 的 W 的 内 自 同 构 , 我 们 就 
称 这 两 个 8 是 等 价 的 . HHG, C) 传递 地 作用 在 这 些 等 价 类 上 , 并 且 没 有 不 动 点 . 
特别 地 , 如 果 H1(G,C’) = 0, 则 所 有 的 B 都 彼此 等 价 . 

下 面 我 们 证 明 以 上 的 两 个 命题 . 在 证 明之 前 我 们 对 于 符号 做 一 些 约定 . 

把 序列 (1.10) PHC 与 iC 等 同 , 我 们 无 妨 设 C AW 的 正规 子 群 . 于 是 有 
同 构 W/C = G. 我 们 还 将 在 下 文中 不 再 写 出 C 作为 G 模 时 的 算 子 y, 即 G 把 在 
C 上 的 作用 写 为 

ole) = °c=w,cw,”. (1.16) 
我 们 将 用 i, 了 代替 (1.13) PHI a’, 7’. 

命题 1.2.4 的 证 明 AW 中 的 乘法 的 结合 律 可 以 得 到 因子 集 cv > 满足 的 条 

件 . 事实 上 , 一 方面 我 们 有 


W (WoW) = WpCo,r Wor = Cor WpWor 一 Co,rLp, oT Woot: 


F773 fl 


(WpWe )W, = Cp, oWpoWr = Cp, oCpo,r Wpor: 


比较 以 上 二 式 , 得 到 


这 说 明 co 是 G 上 的 取 值 在 (R) G HEC 中 的 2 上 闭 链 . 这 就 证 明了 命题 1.2.4 
的 (1). 
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由 命题 1.2.5 中 的 (2) 我 们 将 看 到 : 由 陪 集 代表 w。 的 不 同 选取 所 得 到 的 上 
闭 链 都 同调 于 co,+. 进而 C 的 被 G 的 具有 相同 算 子 % 的 两 个 等 价 的 扩张 对 应 于 
H(G, C) 中 的 同一 个 上 同调 类 


wu = (C D Co r)(Wor). (1.17) 


这 局 示 我 们 如 何 反 过 来 构造 由 上 同调 群 到 群 扩 张 的 对 应 , 即 从 给 定 的 算 子 
G 一 AutC 和 相应 于 该 算 子 的 G 上 的 取 值 在 C 中 的 2 上 闭 链 出 发 , 如 何 构造 一 


MRD SK, 使 得 上 述 的 2 上 闭 链 是 由 此 群 扩张 得 到 的 . 我 们 定义 W 的 元 素 为 形 如 


CkW, (CEC, 0 E€ G) WFS, W 的 乘法 为 (被 cv > 扭 动 的 半 直 积 ): 
(Cx Wo) (b x wr) = (C D cor) * (Wor). (1.18) 


此 乘法 的 结 合 律 是 2 上 边缘 关系 (Gc)。,+ = 1 和 指数 形状 的 表达 式 Pc 的 通常 性 
质 的 百 接 推 论 . 对 于 固定 的 a, 6 e W, 容易 看 出 方程 


(CkWs) = © Cy Cl * We-1. (1.19) 


定义 映射 


一 Ta ore 我 们 有 
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这 说 明 : 作为 构造 W 的 出 发 点 的 G 在 C 上 的 作用 和 2 上 闭 链 cor 恰 是 从 我 们 
刚刚 得 到 的 群 扩 张 W 导出 的 . 这 就 证 明了 命题 1.2.4 AY (2). 
最 后 , 显然 半 直 积 C xG 以 平凡 函数 cv = 1 作为 它 的 一 个 因子 集 ， 由 此 得 
到 命题 1.2.4 的 (3). 这 就 完成 了 命题 1.2.4 的 证 明 . 口 
命题 1.2.5 的 证 明 沿用 上 面 的 记号 . 因为 把 i 视 为 含 入 映射 , 所 以 a 是 6 在 
C 上 的 限制 . 设 已 经 给 定 8, 则 对 于 任 一 w= cw, EW, 有 


Bw = B(cw,) = (BO (Bwe) = (ac)(Bwe). 
PRO, 为 了 完全 刻画 6, 只 要 给 出 元 素 bws. 由 于 


(Pwo) 一 YI Wo = y0 = j (vyo), 


故 存在 cl E O 使 得 


BWs = C Uyo- 


于 是 被 由 G A C 的 函数 o cL 所 刻画 . 
由 于 6 ERS, BUDA 


以 上 二 式 等 于 说 


如 果 我 们 令 G 通过 y 作用 在 C’ 上， 则 第 一 个 等 式 意味 首 a 是 一 个 G AA, mA 
二 个 等 式 意味 着 G 的 取 值 在 O 中 的 2 EA alor) 与 bron 相差 G 的 取 值 在 
CY 中 的 1 上 链 c 的 上 边缘 , 即 aleo] = y* [bor]. 

RZ, 容易 验证 命题 1.2.5 中 的 条 件 (1), (2) 保证 的 存在 性 . 

对 于 给 定 的 a Aly, 为 了 计算 不 同 的 的 个 数 , 我 们 来 考虑 1 上 闭 链 c, = 
(Buwe)uza 共有 多 少 . 这 些 1 上 闭 链 能 够 刻画 8. 如 果 和 6 是 两 个 8, 则 像 我 们 
已 经 看 到 的 那样 , 它们 相应 的 c 和 EE 有 相同 的 上 边缘 , 所 以 他 们 的 商 


do = = (Bw,)ur, z Uyo (bW) = (Bwo) (Pwo ) 


是 G 的 取 值 在 O 中 的 工 上 闭 链 ， 易 见 这 个 上 闭 链 不 依赖 于 陪 集 代表 w AOE 
取 : 事实 上 如 果 我 们 用 cw. HE we (c € C), 则 de BA (ac)d,(ac)~* = do. 
所 以 1 上 闭 链 d  d 在 同 态 的 集合 {8} 上 有 一 个 自然 的 作用 ， 其 定义 为 
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(d- 8)(ws) = dy (Gwe) ( 群 作用 所 要 求 的 w(d6) = (d'd)B 显然 成 立 )， 由 以 上 的 
讨论 知道 这 个 作用 显然 是 传递 的 ,并 且 没 有 不 动 点 . 这 就 是 说 : 如 果 By 是 一 个 [6， 
则 对 应 do dBo 是 所 有 的 d 和 所 有 的 B 之 间 的 一 一 对 应 . 

最 后 我 们 只 要 证 明 1 上 边缘 (0b), = 7Y%b-! 在 86 上 的 作用 的 结果 是 6 与 W' 
的 内 目 同 构 wr 5b-1wb 的 复合 . 事实 上 , 我 们 有 


((3b) - B)we = (67 )0%)(Bws) = 07 (Bwa )b. 
这 就 完成 了 命题 1.2.5 的 证 明 . 口 


1.3 上 
1.3.1 上 积 的 定义 和 性质 


wA: G 一 GxG 是 对 角 映 射 , W A*(a 9b) Æ HHG, A8 B) 的 一 个 元 素 ， 
称 之 为 a tb E (cup product), 记 为 waUD (此 处 4@ 巨 有 G 模 结构 ,由 


o(a@ 6) = oa Q ob H). 事实 上 对 于 所 有 的 整数 p, q 和 所 有 的 G HA, B, 存 
在 唯一 的 一 族 同 态 


H?(G, A) ® H%(G, B) — H?*4(G, A & B) 


a®br—avud, 
满 正 以 下 条 件 : 
(C1) ”这 上 旦 同 态 关于 A 和 B 是 函 子 性 的 , 即 它们 是 关于 (A, B) 的 共 变 双 函 
TESA. 


(C2) XF p=q=0, 它们 由 自然 的 乘积 
A? 8z B? — (A 8z B)? 


所 诱导 . 
(C3) 如果 0 一 4 一 4’ 一 A” 一 0 是 G 模 的 正 合 序列 , 并且 0 一 AQB 一 
A' 9 B — A” & B > 0 WES, WIF a” € H?(G, A”) 和 be HVG,B), 有 


(6a”) Ub = 6(a” Ub) (€ P+: (G, A ® B)). 
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(C4) 如 果 0 一 B 一 B' 一 B” 一 0 是 G 模 的 正 合 序列 ,并且 0 一 AQB 一 
A@ B' 一 AQB" 一 0 也 正 合 , 则 对 于 ae (G, A) 和 be 应?(G,B”), 有 


a U (5b”) = (—1)?6(a U b”) (€ H?+4+1(G, A ® B)). 


上 积 的 下 述 性 质 容易 由 维 数 移动 定理 导出 : 

(1) (aUb)Uc=aU(bUc) (K (48 B)8C 548 (BEQ@C) FA). 
(2) aUb=(-1)9™* dmbbpUa (% AQB 5 BOA 等 同 ). 

(3) Res(a U b) = Res(a) U Res(b). 

(4) Cor(a U Res(b)) = Cor(a) U b. 

更 一 般 地 , wA,B,CEGH, o: AxB 一 C 是 G 模 同 态 . 例如 


A x Hom(A, B) — B 
(a, f) — f(a). 
如 采 我 们 把 上 积 与 o 所 诱导 的 上 同调 同 态 w* 复合 起 来 , 则 有 


H?(G, A) & H%(G, B) — H?+4(G, OC) 
a Q bı y*(aUd). 


p* (a U5b) 称 为 a Al b AATF o 的 上 积 (cup product). 

作为 上 积 填 算 的 一 个 例子 , 我 们 将 证 明 : WE G HARTA, A 是 有 限 G 
模 , 则 所 有 的 五 "(G, A) (n e Z) 有 相同 的 阶 . 这 个 结果 可 以 由 下 面 将 要 给 出 的 两 
个 命题 得 到 | 

设 G 是 阶 为 m 的 循环 群 , a 是 G 的 一 个 生成 元 . 则 G 有 一 个 特别 简单 的 完全 
化 解 Ky: K 中 的 每 个 K; 都 同 构 于 A = ZG), 若 i 为 偶数 , Wd: Ki 一 Ki 
EHT = o 一 1 RE, Hi kA Wd = N (或 说 用 N FRZ). TH 
AAT =N-A=ImN, T MRE Ie = KerN. 所 以 对 于 任意 G 模 A, BE 
Homg(K,, A) A 


故 


特别 地 , H2(G,Z) = ZS/NZ = Z/mZ 是 mm 阶 循环 群 . 


(1.20) 


= 


由 于 (1.20) 式 中 的 两 个 序列 都 在 Z ESR, 所 以 它们 与 A 作 张 量 积 后 仍 保持 
ES. 所 以 我 们 只 要 证 明 用 五 "(G, Z) 的 生成 元 作 上 积 导致 Â (G, A) 的 自 同 构 . 
由 维 数 移动 定理 我 们 只 要 证 明 n = 0 的 情形 ， 因 为 AG, Z) = Z/mZ, 所 以 
H°(G, Z) 的 生成 元 6b 由 与 m 互 素 的 一 个 整数 6 所 表示 . Fb 作 上 积 就 是 用 6 作 
乘法 . 这 显然 是 一 个 目 同 构 . O 

命题 1.3.2 HG 是 有 限 阶 循环 群 ， ALAR GR. 则 A(G, A) 和 
A(G, A) 有 相同 的 阶 . 


证 明 考虑 正 合 序列 
0 — AF — A 5 A — Ag — 0, 


0 — H'(A) — Ag — AS — H(A) — 0. 


由 第 一 个 序列 知 48 和 Ag 的 阶 相等 ， 再 由 第 二 个 序列 即 知 A(G, A) 和 
HH1(G, A) 的 阶 相同 . 口 


1.3.2 HAEE 


在 本 小 市 中 我 们 综述 Tate 和 Nakayama 的 一 些 定理 . 
设 4, B,C 是 G 模 ,yp : AxB 一 C 是 G 模 同 态 . 又 设 g € 2Z,a€ HUG, A). 
对 于 的 G 任 一 子 群 G' 和 任 一 G 模 万 , > 


f(q,n,G’, D) : H"(G’, B & D) — H"*4(G’,C & D) 


为 用 Rescye'(a) 作 上 积 所 给 出 的 同 态 NTI A @ (B @D)-C@D). 
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定理 1.3.3 设 对 于 任意 素数 p 和 G 的 所 有 pSylow 子 群 G ,都 存在 整 
Kn, 使 得 f(g,n,G',Z) 在 n = n 时 是 满 射 , 在 n = n 十 1 时 是 双 射 ， 在 
n = np 十 2 时 是 单 射 ， 则 对 于 所 有 的 整数 mw G 的 所 有 的 子 群 G'， 所 有 满足 
Tor(B, D) = Tor(C, D) = 0 4 G #& D, f(q,n, G’, D) 都 是 双 射 . 

我 们 建议 读者 参看 [333] IX § 8 中 给 出 的 此 定理 的 证 明 . 我 们 将 要 用 到 此 定 
理 的 下 述 的 耳 接 推论 . 

推论 1.3.4 如 果 对 于 n = -1 0, 1 和 GG 的 所 有 Sylow 子 群 C, 
f(2,n, G’,Z) 都 是 双 射 , 则 对 于 所 有 的 自由 GHD, f(2,n,G,D) 是 双 射 . 

设 G, p, G WE. 一 个 G 模 和 称 为 类 模 (class module), 如 采 和 存在 一 个 类 
a € H?(G, A), 使 得 对 于 任意 素数 p , 下 述 两 个 条 件 成 立 : 

(1) H*(G,, A) =0, 

(2) H*(G,, A) 由 Resa/a, (a) 生成 , 并 且 它 的 阶 等 于 Gy 的 阶 . 

这 样 的 类 a 称 为 基本 类 (fundamental class). 

设 是 4A 类 模 . 我 们 在 定理 1.3.3 PH B = Z, C = A, q = 2, n, = —1. 对 
Fn = 一 1，f(2,n, Gp, Z) 的 满 性 来 自 类 模 的 条 件 (1). 对 于 n= 0, A? (Gp, Z) 是 
循环 群 , 其 阶 等 于 G 的 阶 , 所 以 条 件 (2) 保证 f(2,n, Gp, Z) BOG. 对 于 n= 1, 
由 H1(G,, Z) = Hom(G,, Z) = 0 4 f(2,n, Gp, Z) 是 单 射 , 所 以 定理 1.3.3 的 所 
ARIA FAR ALE. 于 是 我 们 有 下 面 的 推论 : 

推论 1.3.5 AZAR, a 是 一 个 基本 类 .如 果 万 是 @ 模 使 得 
Tor(A, D) = 0 (PP D RLAR API G Z), 则 对 于 GAT H FP 
Ay HK n, 用 RescyF(a) 作 上 积 诱导 出 同 构 : 


H"(H, D) 一 一 万 "+2( 万 A @ D). 


为 了 叙述 下 面 的 定理 , Ba Ss | AO Ea. 
对 于 Abel # A, 我 们 称 A* = Hom(4,Q/Z) 为 4 的 对 偶 群 (dual group). 
如 果 A 是 G 模 , 则 在 (oa)(a) = alorial) (o € G, a € A*,a E€ A) F A* BEG 


模 . 此 时 双 线 侦 对 
(, ): A*xA—Q/Z 


(@,a) = a(a) 
是 G 同 态 . 我 们 有 相对 于 ( ，) 的 上 积 
H-"(G, A*) x H"-1(G, A) — H-1(G, Q/2). 
由 平凡 G 模 的 正 合 序列 


0— Z — Q — Q/Z — 0 


将 pe E 映 为 同 态 BH k-!1(p UB) 的 映射 是 一 个 同 构 : 
H-"(G, A*) S (ÑG, A))*. 


进一步 , MRAZ 自由 的 , 则 我 们 有 交换 图 


H"~*(G, Hom(A, Q/Z)) x H-"(G, A) 一 H-*(G,Q/Z) 


i | | 


H"(G,Hom(A,Z)) xH~"(G,A) 一 一 Ê? (G, Z) 


其 中 竖 直 箭头 都 是 同 构 ， 而 底下 的 一 行 决定 了 一 个 正 合 对偶 ,， 在 此 对 偶 下 
H"(G, Hom(A, Z)) 同 构 于 (H-"(G, A))*. 
现在 我 们 叙述 对 偶 定理 


定理 1.3.6 设 M 是 也 自由 的 G 模 , 4 是 一 个 类 模 . 则 相对 于 自然 偶 对 
Hom(M,A) x M — A 
的 上 积 决定 一 个 正 合 偶 对 
H"(G, Hom(M, A)) x H?-"(G, M) — H?(G, A). 


ARIT A-T h E) H 


H"(G,Hom(M, A)) & (H?-"(G, M))*. 


此 定理 的 证 明 可 以 参看 [225] Chap. IV §5, 7, [175] p.23. 


1.3.3 ”上 积 的 计算 和 应 用 
在 低 维 的 情形 我 们 可 以 确切 地 计算 上 积 . 
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命题 1.3.7 iA BEG #. 
(1) 对 于 ae AC, A fa: BoAQBAHbSH a€aQbKHkH GHA. 则 上 


H°(G, A) ® H"(G, B) — H"(G,A@B) 


la] U [ar] = fa (lz)) 


H(G, A) @ Ê- (G, B) — Ê? (G, A Q B) 


[f1 U [b] = [X f(a) @ ob] 


GEG 


给 出 , 其 中 be B 满足 Nab=0, ff 是 G 的 取 值 在 A 中 的 1 上 闭 链 . 
(3) ke 


H(G, A) ® H-?(G, B) — H-1(G, A Q B) 


Fl U [a] = [X f(e) ® z(o) 


IEC 


给 出 , 其 中 f 是 G 的 取 值 在 4 中 的 1 上 闭 链 ,Z 是 G 的 取 值 在 BB 中 的 1 闭 链 . 
(4) 上 积 


H~-?(G, A) & H?(G, B) — H°(G,A® B) 


z] U [F] = [X r2(c) 8 f(r, 0) 


o, TEG 


给 出 , 其 中 f 是 G 的 取 值 在 BB 中 的 2 上 闭 链 , xz 是 @G 的 取 值 在 A 中 的 1 闭 链 . 
详情 参见 [333] Chap. XI Annexe. 
RAHEZAAN GE, @ 是 一 个 平凡 G ER. 则 上 面 的 命题 中 的 情形 (3) 给 
出 一 个 偶 对 


H'(G, Hom(A, Q)) xX H(G, A) 一 Ho(G, Q) =Q, 
因而 有 同 态 | 
©: Hi!(G,Hom(A,Q)) — Hom(Hi(G, A), Q). (1.21) 
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命题 1.3.8 如 果 Q@ ZAHA, I o AEH. 


证 明 i f ze G 的 取 值 在 Hom(A, Q) 中 的 1 上 闭 链 , x 是 G 的 取 值 在 4 中 
的 1 闭 链 , 则 (1.21) 式 之 前 的 偶 对 将 ([f], [z]) 映 为 


Q 的 一 个 映射 . 此 映射 可 以 扩充 为 由 A 到 @ 的 一 个 同 态 f. 于 是 对 于 所 有 的 1 
H T, 


》 (f(e) -djf'(o),z(c)) 


IECr 
都 等 于 零 . 这 意味 着 f = df’, Bf] = 0. 这 就 证 明了 GB 是 单 射 反之 , RUE 
由 H(G, A) 到 Q 的 一 个 同 态 , 则 更 决定 了 由 1 闭 链 群 到 Q 的 一 个 同 态 . 此 同 态 
可 以 扩充 为 由 1 链 群 到 Q 的 同 态 V. 对 于 o e G, 令 f(o) 为 Hom(A,Q) 中 由 
(flo), 入) = 亚 (z) 所 定义 的 元 素 , 其 中 z 是 一 个 1 链 , 满足 条 件 zc) = 和 以 及 
ZT(T) 二 0 (V7 so). 则 对 于 任意 1 链 , 有 


Vz) = 》 (f(o),z(0)). 


OEG 


2 是 一 个 2 这 其 定义 为 7(01,02) = =À 以 及 x(T, a) =0 


off 
-H 
9 
3 
M 
D 
少 


此 式 石 端的 第 一 的 求 和 当 o= oo 时 等 于 oA, 而 对 于 其 余 的 o MEFS. 第 二 
的 求 和 当 0 = 0102 WEF à, 而 对 于 其 余 的 o 都 等 于 零 . 第 三 的 求 和 当 o = ci 
时 等 于 入 而 对 于 其 余 的 o 都 等 于 零 . 于 是 


0 = (dz) = (F (2), or A) — (f (0102), A) + (f(o1), ) 
= (01 f (02) — f(o192) + f (01), A). 
XERE f 是 一 个 上 闭 链 , V= O(f). 这 就 证 明了 是 满 射 . 因此 更 是 同 构 . 口 


作为 此 命题 的 一 个 应 用 ， 我 们 来 计算 映射 Hi(C, A). 一 H,(W, A) 的 核 ( 见 命 
题 1.2.2 中 的 (1.6) R). 
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命题 1.3.9 GRAI, C 是 G 的 一 个 类 模 , a E H?(G,C) 是 一 个 基本 


HEE), 我 们 只 要 证 明 映 射 


Res: H'!(W, Hom(A,Q/Z)) — H+ (C, Hom(A, Q/Z)) (1.23) 


第 一 步 ， 首先 证 明 : 一 个 1 LAH WY: C 一 Hom(A, Q/Z) JB F (1.23) xX 
MAKENA FE W 到 半 直 积 Hom(A, Q/Z) x G 的 同 态 多 使 得 下 图 交换 : 


C W — G — 0 
Y 7 |i (1.24) 
0 — Hom(A, Q/Z) 一 Hom(A, Q/Z) x G — G —— 0 


事实 上 ,， WR y EW 的 取 值 在 Hom(4,Q/Z) 中 的 1 上 闭 链 f HR, We 
X y (w) = f(w) x j(w) 就 使 得 图 (1.24) 交换 . 反之 , 如 果 图 (1.24) 交换 , 则 由 
y (w) = f(w) x j(w) 所 定义 的 f 是 一 个 上 闭 链 , EEC 上 的 限制 或 是 Y. 

第 二 步 ， 根据 命题 1.2.5, 对 于 给 定 的 Y, 存在 多 使 得 图 (1.24) 交换 当 且 仅 
当 以 下 两 个 条 件 成 立 : (i) y EG AA, (ii) yla) = 0 (注意 图 (1.24) KWETE 
分 裂 的 ). 令 p = OW). WR y E Z LEAS, WAT (i 是 成 并 的 (AA © ze 
G 同 态 ). 


0 


-282 . 第 三 篇 ” 环 面 的 算术 
第 三 步 ， 最 后 证 明 (a) = 0 当 且 仅 当 隶 在 2 上 取 值 为 零 . 考虑 图 : 


A@C — 4@Hom(4,Q/Z) 


Hi(C, A) 


Q/Z 


其 中 元 边 的 竖 直 箭头 将 a @ c RAZ c 处 取 值 为 a 而 在 C 的 其 他 元 素 处 取 值 皆 
ASH) 1 闭 链 所 在 的 类 . 继续 用 y 作用, 我 们 得 到 (w(c),a), 这 正 是 在 此 图 中 由 
a ce 出 友 沿 看 为 一 条 路 线 得 到 的 结果 . 这 说 明 此 图 示 交 换 的 . 如 果 y (因而 wo) 是 
G 不 变 的 , 则 此 图 导致 下 面 的 交换 图 : 


H~*(G, A) ® H?(G,C) 一 H-3(G, A) ® H?(G, Hom(A, Q/Z)) 


| | 


H-1(G, H,(C, A)) H~'(G, Q/Z) 


其 中 的 竖 直 箭头 由 上 积 给 出 . 由 图 的 交换 性 易 见 pla) = 0 当 且 仅 当 (B® 
(a)) =0 Y8). 另 一 方面 , 由 于 a 是 类 模 C 的 基本 类 , 由 Tate Al Nakayama 的 
定理 知 : BR ye u(y @ a) 是 由 万 -3(G, A) 3) H-1(G, H (C, 4)) HAW. 于 
Zé Yla) = 0 当 且 仅 当 此 图 的 底 行 的 箭头 是 0. 由 五 ~! 的 定义 即 知 这 当 且 仅 当 水 
EZ 上 取 值 为 零 . 口 


1.4 连续 上 同调 


任 本 小 节 我 们 假定 G 是 投射 有 限 拓扑 群 . 设 {her 是 G 的 所 有 开 正 规 子 
群 . 在 指标 集 工 上 定义 偏 序 为 : i< 9 SAW24U;, D U. WGS lim G/U:. 
w AEG, 由 中 下 二 条 党 价 : 


(3) G 模 结构 映 秧 Gx 4 一 4 4 连续 这 里 4 的 拓扑 为 离散 拓扑 
满 自 以 上 条 件 的 模 称 为 离散 G 模 (discrete G-module). 我 们 将 只 考虑 这 样 


WIX. 显然 有 A = lim AY. 我 们 以 M(G) 记 离 散 G 模 和 连续 同 态 的 范畴 . 
ye Be M(G) 是 A Abel 范畴 F HA ACB BY AAN. 于 是 我 们 可 以 (通过 范畴 
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(参见 [103] p.5). 定义 H"(G, A) 的 另 一 条 路 线 是 应 用 维 数 移动 : 令 M(G,A) 为 
由 G 到 4 的 所 有 连续 函数 组 成 的 群 , 在 M(G, A) 上 定义 模 结构 为 


op(T) = (To), oOTEG pE M(G,A), 


则 M(G, A) 是 离散 G 模 . 如 果 我 们 将 ac 4 映 为 ta € M(G,A), 其 中 的 定义 
为 tala) = oa, 则 有 正 合 序列 


0 — A — M(G, A) — Coker — 0. 


现在 我 们 可 以 令 
H°(G, A) = AF, 
H? (G, A) = H? (G, Coker i)/Im H°(G, M(G, A)), 
H"**(G, A) = H” (G, Coker v) (n > 1). 


我 们 可 以 用 连续 (标准 的 非 齐 次 ) 上 链 来 计算 上 同调 群 . 4 C = Ci(G, A) 为 
HG" 到 4 的 所 有 连续 映射 组 成 的 加 法 群 . 定义 上 边缘 d : C Ct 如 下 : 


(dy)(o1,°-> ,0i+1) = 019(02,°°: ) Fi41) 


t S (1 yla,- 175 F5415°°* y Oig) + (-1) olo, , 0%). 


这 样 就 得 到 一 个 复 形 C*, 其 同调 群 恰好 是 H(G, A). 
由 事实 C"(G, A) = lim C"(G/Ui, A") 出 发 我 们 还 有 一 个 定义 上 同调 群 的 
方法 : 对 于 任意 的 i< j, 有 膨胀 同 态 


Al: H"(G/U;, A") — H"(G/U;, A”) 


(注意 G/U, 是 有 限 群 ). 如 果 i < 7 <k, WARY = AF. 我 们 可 以 定义 H"(G, A) 
为 关于 同 态 {和 |i,7 € I} 的 直 极限 lim H"(G/U;, A”). 

作为 (G,A) WET, 这 些 上 同调 群 具 有 有 限 群 的 上 同调 群 的 所 有 性 质 . 我 们 
将 不 讨论 这 些 细节 . 


Bs 代数 环 面 


在 第 一 篇 第 一 章 1.1 节 和 第 四 章 4.1 节 我 们 说 明了 什么 是 定义 在 域 K 上 的 线 
性 代数 群 G 的 K 有 理 点 . 由 G 的 玉 有 理 点 组 成 的 群 记 为 G(K). HG 上 的 多 项 
式 函数 所 组 成 的 KK 代数 记 为 KIC). 

没 G 是 一 个 玉 群 . 对 于 xz eG 和 fe KIG, Mil f Re 的 右 平移 定义 为 


(pzf)(y) = fyz) (y €G). 


一 个 基本 的 事实 是 : K[G] 有 一 个 有 限 维 子 空间 V, CE ps 下 稳定 (VX € G), 并 
Hp: G 一 GL(V) 是 一 个 忠实 表示 . 此 即 

线性 化 (linearization): ” 任 一 K 群 都 同 构 于 茶 个 GL(n) 的 定义 在 上 的 
闭 子 群 (参见 [47] 1.10 节 ). 

BAN LA Gm W GL(1). 代数 群 G 的 一 个 特征 标 (character) 是 指 代 数 群 的 一 
AMES x: G 一 Gm. WE x1, X2 是 G 的 特征 标 , 定义 (X1 +x2)(g) = Xı(9)X2(9) 
(g € Œ), W xi + xe 也 是 G 的 特征 标 . G 的 所 有 特征 标的 集合 X(C) 构成 一 个 交 
换 群 . 对 于 一 个 KK 群 G, 我 们 用 Xx (G) w G 的 定义 在 K 上 的 特征 标 群 . 


2.1 AR Z A 
在 本 节 中 我 们 假定 K 是 特征 p 的 代数 封闭 域 
2.1.1 ”可 对 角 化 的 代数 群 
以 D(n) 记 一 般 线性 群 的 对 角子 群 . 显然 D(n) 同 构 于 Ga x … x Gm. 我 们 


~ 

称 一 个 代数 群 G 是 可 对 角 化 的 (diagonalizable) 如 果 它 同 构 于 D(n) 的 某 个 闭 子 
群 (n ARIE RD). 

引 理 2.1.1 设 G 是 一 个 抽象 群 , X ÆG 到 KX 的 所 有 同 态 组 成 的 集合 . 
R) X 2H G3) K OMA SRR K 线性 空间 的 线性 无 关 的 子 集 . 

WEAR ”假如 引 理 不 成 立 , Wn 是 满足 以 下 条 件 的 最 小 的 正 整数 : 存在 线性 相 
天 的 Xi ,xn E X. MWA y = SY QiXi+ Xn = 0 (a; E K*). 由 于 x1 É Xn, 
故 存在 go e G 使 得 Xi(go) Æ Xn(Go). 于 是 对 于 所 有 的 ge G, 有 


0 = x(g09) — Xn(90)x(g) = Saal) — Xn(9o))xi(9): 
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这 给 出 一 个 非 平 凡 的 线性 相关 关系 , FEAET n 的 最 小 性 . O 
命题 2.1.2 设 G 是 代数 群 ， 满足 条 件 : KIG) 4A K RH X(G) 张 成 ， 
(1) 如 果 互 是 G 的 闭 子 群 , MA h X(H) 张 成 , ŽE H Æ G 的 某 些 特征 
标的 核 的 交 . : 
(2) A r: G 一 GL(n) 是 任 一 表示 , N) r HHT Din) 的 某 个 子 群 . 


HEAR (1) 限制 映射 全: KIG] 一 KIH) 是 将 G 的 特征 标 映 为 五 的 特征 标 
的 满 同 态 . 所 以 KH] 由 瑟 的 特征 标 张 成 . 进一步 , 如 果 Xi EX(G), a; EK 汪 
JERE: J ux EH EAS, X H AHSA 2.1.1 即 知 所 有 的 x; 在 互 EWS. 
所 以 Ker y 被 限制 映射 X(G) 一 X(A) 的 核 张 成 . 而 Kery fee KIG) 中 在 五 
上 为 零 的 元 素 组 成 的 理想 , 故 H 是 G 的 某 些 特征 标的 核 的 交 . 

(2) 由 于 KIG| 是 有 限 生成 天 代数 , FFA X(G) 张 成 , 所 以 KIG] 作为 KK 
代数 由 茶 些 特征 标 X1,°°° Xn 生成 . 于 是 映射 


是 代数 群 的 单 同 态 . 故 G 是 由 半 单 元 素 组 成 的 交换 群 . 由 于 半 单 矩阵 的 交换 集合 
部 可 AVA, 所 以 ™(G) ® 可 tifa. g 


(2) G 是 半 单元 组 成 的 交换 群 . 
(3) K[G] 由 特征 标 线性 张 成 . 
(4) G 在 任 一 有 理 表示 7 : G 一 GL(n) FHER D(n) 的 某 个 子 群 


2.1.2 ”代数 环 面 的 定义 


我 们 已 经 看 到 可 对 角 化 的 代数 群 有 大 量 的 特征 标 . 确切 地 说 , 我 们 有 
命题 2.1.4 X((Gm)") XZ". 


证 明 由 于 KIGm] = K[z,t]/(zt 一 1) = K[z, 4], 所 以 K[Gm|] Æ K E 
为 单项 式 的 集合 {2* | k E Z}. 这 些 单项 式 恰 是 天 [Gau] 的 特征 标 . K[(Gu)”] 同 构 
于 n 个 KK|Gwm| 的 张 量 积 . 所 以 {ap … ak | (ki, ,kn) € Ze} AM K[(G,)”) 
的 基 . 这 些 单项 式 都 是 (Gm)” 的 特征 标 , 而 由 引 理 2.1.1 知 (Gm) 没有 其 他 的 特 
EPR. a 
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证 明 如 果 G C D(n) & (G,,)", WX(G) Æ X((Ga)”) S Z HABE, B 
X(G) = Z" x A, HP Az X(G) 的 扭 子 群 . 由 于 KK 的 特征 为 p, 所 以 KK 中 没有 
p 次 单位 根 , 故 4 没有 p 扭 部 分 . 
进一步 , 如 果 G 是 连通 的 , 则 对 于 任意 的 x Ee X(G), GEG, 中 的 像 x(G) 
是 连通 的 . 而 Gm 的 连通 子 群 只 有 它 本 身 和 1, MURE y 1, DAY £l 
(Vk eZ). E 
命题 2.1.6 设 G 是 可 对 角 化 的 代数 群 , G0 是 G 的 单位 连通 分 支 . 则 
(1) G=G°xH, 其 中 @ 同 构 于 某 个 D(n), H 是 一 个 阶 与 p LEMAR. 
(2) 对 于 ze G, 定义 同 态 


Pr: X(G) — Gy 


Xt x(z), (2.1) 


则 在 映射 cH Ya 下 G(K) £4) F Hom(X(G), K*). 
证 了 明 (1) 我 们 可 以 设 G 是 某 个 D(n) HATH. 则 含 入 映射 G? 一 Din) 
导出 满 的 限制 映射 多 : X(D(n)) 一 X(G0). 由 于 G? 连通 , 由 命题 2.1.5 知 X(G?) 
是 自由 的 ( 设 其 秩 为 7), ATLA pb 438, B X(D(n)) = Key OZ". Œ Kery 的 基 
{Xi1,… ,Xn-r} ERI Z 的 基 {X + ,Xn} BIN X(D(n)) Æ. 则 D(n) 
的 目 同 构 z 哺 diag(xı (x), ne , Xn(T)) 将 GG 满 射 到 和 群 {diag(a1, mes , Qn )|a1 一 
= an-r 二 1} 上. 设 D’ = {diag(a1,:-- an) | an-r41 = ++: = an = 1}, W 
D(n) = G x D'. FÆ G = G? x HH,. 其 中 五 = GND'. BRH=G/@ 是 有 
RH. 最 后 由 于 1 是 KK 中 唯一 的 p 次 单位 根 , 所 以 D(n) 的 元 素 的 阶 与 p ER, F 
Æ H 的 阶 与 p 互 素 . 

(2) HF H ÆA RE, 所 以 在 (2.1) 式 给 出 的 映射 下 H 与 Hom(X(H), K*) 
等 同 . 对 于 Dr, K) 也 是 如 此 . 故 有 


Hom(X (G), K*) = Hom(X(G"), K*) x Hom(X(H), K*) = @? x H =G. O 


推论 2.1.7 对 于 代数 群 了 , 下 述 三 个 条 件 等 价 : 

(1) TAF D(n). 

(2) 了 工 是 连通 可 对 角 化 的 n 维 群 . 

(3) KIT] & X(T) KAR, n X(T) 同 构 于 Zr. 

证 了 明 由 于 不 可 约 艇 的 乘积 仍然 不 可 约 , 故 有 (1)>(2). 反之, 在 上 命题 
中 取 GO = 了 就 得 到 (2)>(1). MH tre 2.1.4 和 推论 2.1.3 有 (2)>(3). 最 
ja, X(T) W KIT 强 含 了 可 对 角 化 , FRET = T xH, HEA AR. 而 
X(T) = X(T") x X(H) ZH, k H FA, T m, 即 有 (3)>(2). C 

如 采 一 个 代数 群 满足 此 命题 的 三 个 等 价 条 件 之 一 , 我 们 就 称 之 为 一 个 代数 环 
H (algebraic torus), RAMAH (torus). 
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2.1.3 ”可 对 角 群 的 零 化 子 


w G 是 一 个 可 对 角 化 群 。 对 于 A C G 和 BC XG, 我 们 定义 它们 的 零 
化 子 : 
= {x E€ X(G)|x(a) = 1, Va € A}, 


= {g € Gix(g) = 1, Y x € B}. 


命题 2.1.8 Ar A+ 和 BH Bt 定义 了 G 的 闭 子 群 A 的 集合 与 
X(G) 之 间 的 映射 ， 此 映射 在 G 的 闭 子 群 的 集合 与 集合 {XX(G) 的 子 模 B | 
X(G)/B Xp ABH} 之 间 是 互 反 的 双 射 . 进一步 有 典范 同 构 
Hom(G/A, K*) S A+ #2 Hom(A, K*) = X(G)/A+. 

证 明 为 了 证 明 命 题 中 所 说 的 映射 是 双 射 , 只 要 证 明 4 = A Al BH = B. 
显然 有 AC A. AAA, 对 于 可 对 角 化 群 G 应 用 Chevalley 定理 , 我 
们 得 到 同 态 7 : G 一 D(n), HRA Kerr = A 由 此 易 见 AH CA. $ 
G = Hom(X(G)/B, k*). 我 们 可 以 将 有 限 型 的 p 无 扭 Abel 群 视 为 X(G’). 则 
B++/B 是 G' 中 所 有 元 素 的 核 的 交 , 且 等 于 零 . + H 是 使 得 XX(H) = X(G)/4+ 
的 可 对 角 化 群 . W H = Hom(X(G)/A+,K*) = A+- = A, BIA X(G)/A+t = 
X(A). 最 后 , Hom(G/A, K*) = A+ 是 显然 的 . g 


2.1.4 ” 环 面 及 特征 标的 同 态 


ft Z tal AS. 具体 地 说 , wf: T- (Ga) fl f’: T 一 (Gm) 是 两 个 同 构 . > 

= f'y ft, UU Eh X((Ga)*) ( 兰 Zd ) 到 XG, m (= Z*) 的 同 态 . 我 们 可 
以 假定 f 和 ff DERAS Y ER FAY ( 假 奋 不 是 对 角 的 , 用 初等 因子 理论 可 以 将 
to 对 角 化 如 下 : 令 g 和 9 His (G,,)? M (G,,)? 的 自 同 构 , 1E 7! ty tg 是 
对 角 的 . 用 fg 和 f'g ANG f 和 9g BA). Oy, (1 <i<d) #X((G,)%) # 
典范 基 (BN xi(z1,… ,za) = zi), xX! (1 <i <d) EX(G,)”) 的 典范 基 . 则 存在 
整数 e < d IER Yli) = nixi 或 1 ( 当 i <e 或 i > e 时). 我 们 称 必 是 可 分 的 
(separable), WR n; #0 mod p (V1 <i <e). 

RZ, 各 术 有 同 态 yg: X(T’) > X(T), WHEARMAY: TT 一 TT' 使 


(a) s+ <a.) 的 映射 就 是 我 们 所 要 求 的 同 态 几 
上 和 耐 的 讨论 给 出 了 下 面 的 命题 : 
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命题 2.1.9 KT¢T 是 两 个 环 面 ,小 : T OT AMA. M 
(1) RAP Y= Y ELTA 


Hom(T, T) = Hom(X(T"), X(T)). 


(2) y RAR HEIA Y 是 同 构 . 

(3) (Im w)+ = Ker Y, 故人 小 是 满 射 当 且 仅 当 Y 是 单 射 . 

(4) Kery = (Im W)-, 指数 [Ker y+ : Im Y) Æ pA, y LPR AM 
当 [X(T) : YX (T) Æ p A. 

(5) YETH Cok Y & p AHAH. 


2.2 Galois 横 


ANTE TT ve FA TT RE AY Galois 模 的 性 质 . 如果 把 环 面 换 成 半 单 线性 代 
DEF, 相应 地 了 驳 要 讨论 该 线性 代数 群 所 决定 的 Shimura 簇 的 各 种 上 同调 所 决定 
的 模 , 这 就 是 研究 由 模 形 式 所 决定 的 Galois 表示 的 性 质 . 这 比 本 节 的 内 容 要 困 
难得 多 , 相应 地 得 到 的 结果 当然 也 更 辉 焊 . 例如 Deligne WEH Ramanujan 猜想 ， 
Langlands 证 明 二 维 可 解 的 Artin 猜想 和 Wiles 证 明 Fermat 最 后 定理 . 可 以 说 
在 近代 数论 中 Galois 模 是 中 心 的 研究 对 象 . 


2.2.1 MAHIR 


一 个 定义 在 域 F 上 的 环 面 全 被 称 为 在 域 扩张 K/F ESR (split), 如 果 存 在 
定义 在 K 上 的 一 个 同 构 人 工 一 D(n). 显然 这 等 价 于 说 X(T) = X(T). AFT 
EXE F E, PRO EE F EEENRA TO GL(n). U F, i FAO, 
则 TF.) 是 一 组 交换 的 半 单 日 同 态 , MUERA g E€ GL(n, F,) BEREH FE 
以 被 对 角 化 . 这 意味 着 存在 一 个 同 构 f : T(F,) 一 D(d,F,) (d HET ERD, 
这 个 f 是 定义 在 有 限 可 分 扩张 K/F EW, K 是 在 下 上 添加 9g 的 所 有 特征 值得 
到 的 扩 域 . 一 个 已 知 的 结果 是 ; 可 分 点 是 稠密 的 (例如 参见 [46] p.52). 这 就 是 说 
T(F,) ET PRS. 于 是 了 可 以 扩充 为 定义 在 KK EWERT > D(d). 这 就 是 下 


命题 2.2.1 ATRE F LAKH, 则 工 在 瑟 的 某 个 有 限 可 分 扩张 
ESR. 
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2.2.2 PRAHAS Galois & 
wG eH, MAM EGE. 对 于 ceGzeAM, 我 们 用 clz) 或 红 记 z 


= {x E M|°x=2,Vo0 EG}. 
同 态 群 Hom(M, M’) 在 


p(x) =a(y(o'(x))), o EG, y € Hom(M,M’'), xe M 
下 成 为 G 模 . 于 是 G 同 态 群 Home(M, M’) 就 是 (Hom(M, M’))%. 我 们 有 
plolx)) 一 alolC))，oeEG， rEM, we Home(M,M’). 


由 命题 2.2.1 知 : 定义 在 五 上 的 环 面 代 总 会 在 某 个 有 限 Galois 扩 张 K/F 上 
NR. RIIS G = Gal(K/F). W G 作用 在 TT(K) 上 ( 即 作用 在 的 TT(K) 点 的 坐 
prt). G 也 作用 在 X(T) 上 , 其 定义 为 xX 瞩 “x (xX EC X(T), 0 eG). 于 是 T(K) 
和 X(T) 都 成 为 G 模 . 

命题 2.2.2 HT ET 是 定义 在 域 丰 上 的 两 个 环 面 , 它们 在 有 限 Galois 扩 
张 K/F EAR. 令 G =Gal(K/F). 

(1) 对 于 xz ET(F), € p(x) = x(x). MRR eH Wj 定义 了 一 个 G 同 构 


go (Xi) = >》 9gij(a)X (1 <i<d), 


N] z € T(F) 当 且 仅 当 [ory = %y, HP o EG, [ge] = [9i(0)], y = F (2). 
(3) 映射 am ta 定义 了 同 构 


Hom; (T, T) = Homg(X(T"), X(T)). 
证 明 (1) 只 要 证 明 z + p, 是 G AS. 我 们 有 


“We(x) = Wal x)) = X X(z)) = x0r) = Yon (x), 
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(2) 由 (1) 我 们 有 


TET(F) SY E Homo(X(T), kK) 


(3) 一 方面 有 


=> ‘a € Homo(X(T’), X(T)), 


反之 


(a)= w> xo a=Xxoa (Yx EX(T)) 
=> =a (KHA X(T) = {1}) 


=> AE Hom p(T, T’). 


| 
| 
: 


2 
7 
t 
l; 
i 
E- 
L 
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等 同 于 (K)? 上 的 恒 同 映射 . 这 就 证 明了 本 命题 . 口 
注 (1) Gal(K/F) 作用 在 X,(T) 上 , He MA: f(r) = “(f(z)) (其 中 
LC € X,(T), o € Gal(K/F)). 在 此 作用 下 命题 2.2.3 中 的 同 构 是 Gal(K/F) 模 
同 构 . 
(2) 由 命题 2.2.2 和 2.2.3 容易 导出 也 上 的 对 偶偶 对 : 


(, ): X(T) x X,(T) — Z 


(X,A) =m, 


其 中 m WE xo Xz) = ar”. 
(3) 显然 有 
X,(T) = Hom(X(T),Z). 


2.2.4 kK K/F 是 有 限 Galois 扩张 , G = Gal(K/F), M 是 有 限 生 成 
的 无 扭 G 模 . 则 在 FF 同 构 意义 下 存在 唯一 的 定义 在 LARD T, 14T AP 
LRA LARA A X(T) = M. 

WEAR 唯一 性 来 自 于 命题 2.2.2 的 (3). 

D F w F RAAE, U FIM] 记 M 上 的 取 值 在 五 中 的 具有 有 限 支 集 的 函 
数组 成 的 同 量 空间 . 在 FIM] 中 定义 一 个 乘法 ( 卷 积 ) 为 


fif2(7) = ` fi(y)fo(y™ 2), fi» fo € F[M]. 


显然 FIM] 是 一 个 既 约 的 有 限 生成 的 交换 五 代数. 进一步 ， 五 [M1] 具有 Hopf 代 
数 结构 , 它 的 余 乘 法 p 由 对 角 线 映射 M 一 M x M 所 诱导 , A eM 的 取 
逆 映 射 x oo) 所 诱导 . 于 是 存在 仿 射 代数 群 工 使 得 FIT] = FIM]. 

我 们 将 T(F) 与 Hompry(FIM], F) 等 同 . 则 乘法 由 下 式 给 出 


其 中 m(a Qb) = ab. 任 一 ze M 决定 人 的 一 个 特征 标 Xe: T > Gm, HE 
MA xz(t) = t(z). RZ, Ry: 了 一 Ga 是 一 个 特征 标 . 定义 y*: 下 [Gu] 一 
FIT] = F[M) » x (y) = vox, 则 六 是 一 个 到 代数 同 态 , 因而 诱导 出 群 同 态 
Z = X(Gm) 一 M. {8 Hom(Z, M) = M, 所 以 我 们 得 到 结论 X(T) = M. 因此 
T 是 环 面 . 由 于 FT] = F[M] 8r F, 所 以 了 是 定义 在 下 上 的 . 

令 G = Gal(F,/F), G' = Gal(F./K), 则 G/G' = G. 将 M 看 作 G@G 模 
(G' 作用 平凡 ). HF o eG, z= Vy cy € FlM] (z(y) E€ F), $ °% = 
S zy) Y. 对 于 te Homp pal F,[M], F,), € (四 (z) = o(t(o-1(z))). 显然 对 
F LEM F Ne = Xa. FÆ XK(T) = X(T), AT PF ESR. 口 

下 面 的 定理 是 命题 2.2.2 和 命题 2.2.4 的 直接 推论 . 
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定理 2.2.5 ik K/F 是 有 限 Galois 扩张 , G = Gal(K/F). AT ARLE 
FEL AK ERR EH, M 为 有 限 生成 无 把 G RAE, X 为 将 环 面 


命题 2.2.6 H K/F 是 有 限 可 分 扩张 ,本 是 定义 在 扩 上 的 环 面 , 则 存在 定 
义 在 下 上 的 环 面 荆 和 定义 在 太 LAAS p: 下 一 人 使 得 

(1) 对 于 任意 定义 在 下 上 的 环 面 T' 和 定义 在 KK LMHAMAY: T oT, 存在 
ZLE F EHAS g: T >T y = py; 偶 对 {Tp} AF AW FR H. 
进一步 , 我们 有 同 构 

(2) T(F) T(K) 和 

(3) Xp(T) S Xx(T). 


MERA ”我们 应 用 定理 2.2.5 把 本 命题 转化 为 特征 标 模 的 问题 . 

ix L/F ÆA R Galois 75k, L D K, ATEL ESR. WG = Gal(L/F), 
H = Gal(L/K). & M = ZG] Bzim X(T). 设 了 为 定义 在 上 的 环 面 使 得 
X(T) = M ( 见 命 题 2.2.3), 同 态 p : ToT Holy) =189 xy 所 定义 . 则 我 们 有 


同 构 
Homa(X(T), X(T’)) = Homze)(Z[G] Szia) X (T), X (T )) 
= Homzia (X(T), ZIG] @zlal X(T") 
= Homy (X(T), X(T"). 
因此 映射 


由 命题 2.2.2 (1) 我 们 得 到 本 命题 的 (2). 另 一 方面 , 如 果 我 们 将 G 写成 H 的 陪 集 
的 无 交 并 : G = UL, &H, W X(T) = O; &((X(T))). 于 是 映射 


— 2, E: (“o(x)) 


FHA XTE & X(T), 8 (3) 得 证 . 口 
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设 互 是 群 G 的 子 群 , G = UL &H ERROM. WR M ERR (AE 
M 上 的 整 表示 ), 则 诱导 模 Ind$(M) 是 Homy(Z|G], M), CH G 模 结构 定义 为 
(ow)(r) = v(ro), H Fo € G, y eeHomnrZIG M), reZ2G GER: WR 


I: Hom ;(Z/|G], M) —> ZG OZ A M 
p i Q@ W(&) 


是 同 构 , FL HF AE h 


Tom, 如 采 TO EH, 


I- (o ® m)(T) = r - 


命题 2.2.6 中 给 出 的 偶 对 (T,p) (或 简单 地 , T) 记 为 RgyF(T)， 我 们 称 
Rxjr(T) Æ% T FÆRRE (restricting ground field) (H K 3) F) 所 得 到 的 . 
显然 有 

X(Rx/r(T)) = Indy X(T), 


这 里 在 Galois # 4k L/F L4, G = Gal(L/F), H = Gal(L/K). 


2.3 fA Di 


2.3.1 同 源 及 其 基本 性 质 


wT, T 是 两 个 环 面 . HT 2) 7’ 的 同 源 (isogeny) 是 指 具 有 有 限 核 的 满 同 态 
Q :了 一 了 .我 们 用 zx(a) (相应 地 , xs(a)) W a 的 次 数 (相应 地 , v(a) 的 可 分 部 
分 ). Hf Af’ Hz T A T FI (G,,)* 的 同 构 . + 


e= “(floaof™) = fowo, (2.2) 


则 e  X((Gy)*) MARA, 因而 是 X(Gau)g 的 线性 变换 . 用 初等 因子 理论 将 
e 对 角 化 后 立 见 via) = idete] = [Cok ‘al, v,(a) = e = |Keral, 其 中 ee 被 
| det e| = pe, (p,e) = 1 RE, p 是 定义 域 的 特征 . 于 是 有 


a 可 分 = v(a) #0 mod p & |Kera| = |Cok ‘al. 


我 们 将 用 ôr (相应 地 , ôx) 记 工 (相应 地 , X(T)) 的 恒 同 映射 . 对 于 z © Z, 25, 
意 为 映射 z -yzz, ze 了. 下 面 的 命题 说 明 同 源 关 系 是 对 称 的 


延明 i K/F 为 有 限 Galois HIKE T M T 在 其 上 都 分 裂 . 则 有 “= a 
(Yo € G = Gal(K/F)). te X (2.2) 式 所 定义 的 X((G。)e) MAMA. > 
n=v(a)e", M) n the X((Gn)*) 的 自 同 态 . B= fono'tf-! 决定 了 环 面 的 同 
态 p: T'— T (dara 2.2.6 (1)). 8 是 定义 在 K 上 的 . 等 式 Boa =v(a)br 和 
œo p = v(a)ðr 显然 成 并. 于 是 


"6 O Q =" 3 a =” (8 O œ) = (Z(aQ)07 ) 一 (ca)07 一 GB Od. 


由 于 a 为 满 射 , 所 以 上 陈 意 味 看 . 吧 = 6 (Yo € G, 所 以 BB 是 F 同 源 ， 由 

v(B)v(a) =v(B 0 a) =v(v(a)6r) = v(a)? 知 本 命题 的 最 后 一 句 话 成 立 . O 
在 命题 2.3.1 的 观念 下 , 如 果 T (相应 地 全 ) F 同 源 于 工 (相应 地 T), 我 们 经 

3 T =T"' (EF E). 

推论 2.3.2 iF’ AFS, M Xp (T) 与 Xp (T) 有 相同 的 秩 . 

WEARS HFa: T >T 是 满 同 态 , MUA: X(T’) —> X(T) 是 单 同 态 , 故 

< rank Xr (T). 对 于 6 作 同 样 的 考虑 , 即 有 rank Xp(T’) = 


HT, T' 是 定义 在 下 上 的 两 个 环 面 , K/F AA ER Galois 扩张 
使 得 工 和 T 在 其 上 都 rR. & G=Gal(K/F). MA 
T =T (在 上) 4> X(Th S X(T (作为 G #8). 


证 明 itf: T— (Gm) ERK. $ go = "f o f7. W go Æ X((Gm)’) 上 
的 作用 对 应 于 o Æ X(T) 上 的 作用 . $ f'g, ARTF T HAA TA f, go- 
wa: ToT’ A-+ F A. 由 于 ?a = a, 所 以 有 


gE = € g. (2.3) 
于 是 由 (2.2) 式 我 们 得 到 
(jiotP)oa= tao UF!) 0 (FF). (2.4) 


BN ‘a ( 视 为 线性 变换 X(T)o > XT) 给 出 一 个 同 构 ， 反 之 , 设 有 同 构 y: 
X(T')g > XT Ef Cf) TAO) oy = yo CP) OCP). 用 适当 的 整数 
FE y, 我 们 得 到 (2.4) A, 其 中 a 为 某 个 同 源 . 而 (2.4) 式 缠 含 看 (2.3) rh. 这 说 明 


A = Q. E 
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命题 2.3.4 设 T, T', K/F,GAL, THT (#AF +L), #H[K: F) #0 
mod p (p 为 的 特征 ). RT AT RAD FAR. 

WA wea: ToT e€F AR. WA (2.3) 式 . 我 们 的 目 YERA e 
WN (2.3) 式 中 的 c, 这 个 e* 要 满足 det e* 去 0 mod p. RAKE tg, Al tg! 视 
为 整数 矩阵 , 并且 用 tg) 和 tg’) 记 这 两 个 矩阵 mod p 的 约 化 . 由 (2.3) R4: 
对 于 任意 的 o A tg) Al tg”) 相同 的 特征 根 , 所 以 它们 有 相同 的 不 可 约 部 分 ( 参 
JL [62| 2. Lemma). 由 假设 有 |G| # 0 mod p, 所 以 这 两 个 模 表 示 Fp 等 价 . 但 由 
FFE tg) Al to) 的 系数 都 在 下 , 中 , 所 以 此 二 和 矩阵 F, 等 价 (参见 [30], II §16). 
PROTA, 存在 整数 矩阵 sl (BK X((G,,)*) 的 自 同 态 ) 使 得 det el 4 0 mod p 并 且 
goE1 = €19, mod p. 为 了 证 明 本 命题 , 我 们 只 要 找到 一 个 整数 矩阵 7 使 得 


p(go1 一 I 95) = WoE 一 E1 gh, (2.5) 


这 因为 e* = e -pn 将 (归纳 地 ) 符合 我 们 在 证 明 开始 所 提出 的 目的 的 要 求 . 为 了 
做 到 这 一 后, 用 下 去 定义 Co: 


goE1 — E1 G, = pbo. (2.6) 


我 们 再 作 一 个 补充 说 明 . Ba: ToT Æ FAR, K AEA TAT 在 其 
上 都 分 裂 的 域 . MET, + T = > Raye 则 有 同 构 


O: Xx(T) = Xp(T). (2.8) 


FT’ 有 相应 的 T' MO. 令 & = Rg rla) (EB Rep 在 a 的 图 上 作用 的 结果 
(参见 [401] Chap. 1,1.3 节 )), Wa  F EW, 并 且 有 


Oo ‘a= ‘o 0. (2.9) 


其 证 明 留 给 读者 . 
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2.3.2 “” 环 面 与 乘法 群 概 形 


设 G 是 有 限 群 , H 是 子 群 . 考虑 HEC 上 的 一 个 表示 . $ M 为 表示 模 . 以 
T 和 工分 别 记 群 代数 CIH] 和 CIG]. $ M =M erT. WM 是 关于 G/H 的 由 
M 诱导 的 G 的 表示 模 . uF M 的 特征 标 x, 以 x* 记 的 诱导 特征 标 , 即 


x" = TA Yy (pt p~*) TEG, (2.10) 


pEG 


其 中 y 表示 X 在 G 上 的 扩充 , 它 在 五 之 外 取 值 为 0. 我 们 称 M (或 x) 为 有 理 的 ， 
如 果 x(r) Ec Q@ (YT eH). 例如 设 M = Me = C8z M, M 是 有 限 生成 无 扭 H 
模 , 则 M 是 有 理 的 . 如 果 y 是 有 理 的 , 则 由 (2.10) RA x* 也 是 有 理 的 . 

设 xi (1 <i <h) 是 G 的 不 可 约 特 征 标 . 则 x; HENAN. 我 们 将 
FRE, (1 <i < k) 记 用 这 种 方式 由 不 可 约 特征 标 得 到 的 有 理 特 征 标 . DL X id G 
的 有 理 特征 标 生成 的 纪 模 , WE, 构成 和 的 一 组 基 . 

2 H, <v 7) 为 G 的 所 有 循环 子 群 的 共 轿 类 的 表示 . 我 们 用 XL 记 由 
(XP) (1 < v <r) ERK ZB, 其 中 XX 为 本 ,的 主 特征 标 . ERX CX. 
BECAME [X : X] 是 有 限 的 (参见 [31] Hilfsätze). 于 是 有 h' = .数量 
N(G) = [X : X1] KRF G. 

MERT EENE F 上 的 环 面 , T AR Galois 扩张 K/F ESR, G = 
Gal(K/F). %8 x Æ X(T)e 的 特征 标 (X(T)c A G X(T) 的 纯 量 扩张 ). 由 于 
x E X, W N(G)x € Xi, 因此 有 


N(G)x + 2 mnA(XT = = ema)" (2.11) 

其 中 mA 和 Nu 十 由 X 唯一 次 定 的 非 负 整数 . S d N(G), TEA, Thy 的 最 大 公 因 子 ， 
N(G) = dm, ns = dm, n, = dm,, WA 

mx + 》 m(x¥’)* = 》 mlx)", (2.12) 

其 中 (m,m),m,) = 1. + F, 是 对 应 于 五 , 的 域 . 如 果 考 虑 Ga 在 F, 上 分 裂 的 


情形 , 则 X(Gm) 成 为 平凡 H, H, x? 是 X (Gu) 的 特征 标 . 因为 X (Re, yp(Gm)) 
Æ X (Gm) KF G/H, 的 诱导 模 ， 由 命题 2.2.6 (3) 即 知 


入 H 
根据 命题 2.3.3 就 得 到 
T™ x || (Rajr(Gu))™ = | [Rrr (Gn) EF E) 
入 H 
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定理 2.3.5 (Ono) RT ZLE F LMA, T LAR Galois 扩张 
K/F LZ, G = Gal(K/F). + F, Bia AE K/F, 循环 的 在 已 上 的 同 构 
类 的 代表 . 则 存在 唯一 确定 的 整数 Mm, Mm, Mm, 满足 (m,m,,m,) = 1 并 且 使 得 


T™ x | (Rer(Ga))™ = | [(Reyr(Gu))™ (#F 4). (2.13) 


特别 地 ， 如果 基 域 的 特征 不 整除 [KK : F], 则 (2.138) 式 中 的 同 源 可 以 取 为 可 分 的 


注 WẸ KA KRERET oR F EHI Galios 扩张 , WANK’ 也 是 . 
因此 我 们 可 以 取 这 样 的 最 小 的 域 . 此 时 可 以 认为 mm, my, my RT A F PE. 


2.4 Wil 


我 们 将 给 出 代数 环 面 的 一 些 例子 . 其 中 最 明显 的 应 当 是 (Gam)“. 

例 2.4.1 8 L/K ERK n 次 可 分 扩张 . 我 们 定义 一 个 代数 群 LX 如 
F: (L(K) A L rg K 的 单位 群 , RE K AK 的 代数 闭 包 ， 取 定 L/K 的 
一 组 基 就 得 到 相应 的 L&xk KEK LHA. 在 这 组 基 下 , H LSK 的 一 个 
单位 作 乘 法 就 得 到 GL(n, K) 的 一 个 元 素 . 这 使 得 (LX)(K) RA GL(n, K) 的 一 
个 闭 子 群 . FLO. K2=KO:-- OK (这 里 我 们 应 用 了 工 /K 的 可 分 性 ), 所 以 


n 个 


(L*)(K) = (K yY, iA L* 是 一 个 代数 环 面 .KK 的 任 一 包含 工 的 Galois 扩张 
都 是 LX 的 分 裂 域 . 用 基 域 限制 的 语言 来 说 , 显然 有 LX = Rijyk(Gm). LX 的 特征 
bri X(L*) 同 构 于 由 陪 集 Gal(K。/K)/ Gal(K,/L) 生成 的 Gal(K,/K) 模 . 

例 2.4.2 设 L/K wk. 定义 代数 群 G 满足 要 求 : 


即 G(K) (K+)? 中 使 得 x1… zn = 1 的 元 素 (21, ,zn) 组 成 . 所 以 G 是 代 
数 环 面 , CE K 上 同 构 于 G. (关于 其 他 的 例子 , A [279].) 

例 2.4.3 ”关于 一 个 非 退 化 的 二 次 型 q 的 SO, 是 一 个 代数 环 面 . 

设 V 是 相应 的 二 次 空间 , e, ez EV 的 一 组 正 交 基 . W V 的 正 交 群 由 下 述 形 


状 的 矩阵 组 成 : 
Ai 入 a Ài 入 2 
—cr\> NA J clo —A\1 | 
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RP à A2 E K HA? + C42 = 1. 所 以 V 的 特殊 正 交 群 由 上 述 第 一 种 矩阵 组 成 . 
此 群 同 构 于 K 的 二 次 扩张 K[z]/(z? +c) 中 的 范 数 为 1 的 元 素 组 成 的 群 。， 所 以 
SO, 是 代数 环 面 . 

例 2.4.4 如果 是 下 上 的 四 元 可 除 代数 C 上 的 一 个 斜 Hermite 型 , 则 特 
殊 西 群 SU1(C/K,h) 是 代数 环 面 . 


第 三 章 ” 代数 数 域 上 的 环 面 


本 章 将 讨论 数 域 上 的 环 面 的 上 同调 . 最 简单 的 环 面 是 Gm, 它 的 KK 有 理 点 
we KX*.， 所 以 我 们 从 代数 数 域 的 上 同调 出 发 (这 种 上 同调 早年 受 Tate 的 影响 ， 
日 后 变 为 Grothendieck 的 étale 上 同调 了 ), 如 同 Tate 和 Ono 所 作 的 那样 , 将 
Gm(K) = K* ENR SIA MLE RAN. WRK LMT HK EE 
分 裂 的 , WT = Gr, 这 时 所 谓 “ 推 广 ” 就 是 由 Gam 到 它 的 直 积 的 推广 . 但 是 对 于 
一 般 的 环 面 还 需要 考虑 Galois 群 的 作用 (包括 Galois 上 同调 ). 


3.1 代数 数 
在 本 节 我 们 回顾 代数 数 轮 中 的 某 些 事实 , 详情 见 [400], [3]. 


3.1.1 ”代数 数 与 代数 整数 


一 个 代数 数 域 是 指 有 理 数 域 的 一 个 有 限 扩张 KK,K 的 元 素 称 为 代数 数 . 
一 个 代数 数 z 称 为 整 的 (或 代数 整数 ), 如 果 z 满足 形 如 


T” tar” +- H+ am = O, Qi EZ 


的 方程 . 一 个 代数 数 域 K 中 的 全 体 代 数 整 数组 成 一 个 环 ， 记 为 Ox. Ok 是 秩 为 
n = |K : Q] WHH Z. Ok 是 一 个 整 环 , 其 中 每 个 理想 可 以 唯一 地 分 解 为 素 理 
想 的 乘积 . 


3.1.2 ”赋值 


K 的 一 个 绝对 值 , 或 赋值 (valuation)， 是 满足 下 述 三 条 性 质 的 一 个 映射 
v: K—RU {0}: 

(1) wz) =0 SEHEN X z= 0, 

(2) v(zy) = v(z)v(y), 

(3) FE—TEM C > 0 使 得 v(z +y) < Cmax{v(z), v(y)}, Vz,y € K. 

我 们 称 v 为 平凡 赋值 , 如 果 v(0) = 0, v(x) = 1 (Y z #0). ÆC = 1 t, v Ý 
REMA R, = {x € K | v(x) < 1}. 

如 未 p 是 Ok 的 一 个 素 理 想 ， 则 有 如 下 的 与 p 相关 的 绝对 值 v,: 对 于 
x E K”, 如 果 


tOxK 一 p'a, (p, a) 一 L, 


其 中 Np = |Ox/p|. 这 里 的 整数 7 常 记 为 ord,(7). 

Beez 1<i<cn#K 到 C 的 全 部 艇 入 , HHA ri EK RAR, 后 
ro SRA K 严格 地 映 入 C ( 则 ni 十 272 =n), HF j >r, 第 7 个 与 第 了 十 72 
PAAR. Mae K, S vo i= |e] MRI <i <r), Vvo, = |e) 
(WAT <i <Sritr), HH | | 表示 CC 的 通 弟 的 绝对 值 . 容易 证 明 wp 和 Voo, i 都 
Æ K 的 赋值 . 这 些 赋值 v。 和 vw ; BRA K 的 正规 化 赋值 (normalized valuation). 

wu Æ K 的 一 个 赋值 . 相应 于 vv 有 天 上 的 一 个 度量 , 即 d(x,y) = v(e — y). 
在 此 上 度量 诱导 的 拓扑 下 KK 成 为 一 个 拓扑 域 . 五 的 两 个 赋值 v 和 vs 称 为 等 价 的 ， 
MAREN K 上 谤 导 的 拓扑 相同 . 代数 数 域 K 上 的 任 一 赋值 都 等 价 于 上 述 的 正 
规 化 赋值 之 一 . 我 们 称 五 的 赋值 的 一 个 等 价 类 (或 一 个 正规 化 赋值 ) 为 五 的 一 个 
素 除 子 (prime divisor). 

55 1 ESE (weak approximation theorem) #u(l<i<N)&KWZ 
不 等 价 的 非 平凡 赋值 . 对 于 每 个 i 令 Ki AK 的 元 素 组 成 具有 由 v 诱导 的 拓 
扑 的 拓扑 空间 . 则 KK 在 对 角 线 映射 下 的 像 在 [[; Ki 中 稠密 . 


3.1.3 ”赋值 的 完备 化 


K 关于 赋值 v 的 完备 化 是 指 一 个 有 序 对 (K,p), 其 中 K 是 一 个 度量 空间 ， 
p: K 一 是 一 个 等 距 映 射 , 满足 下 述 两 个 条 件 : 

(1) K 是 完备 的 度量 空间 ( 即 任意 Cauchy 序列 都 收敛 )， 

(2) p(K) E K 中 稠密 . 
两 个 完备 化 (Kı, pi) 和 (Ka, p2) 称 为 等 价 的 , 如 果 和 存在 一 个 守 距 映射 n : K, 一 


K 的 完备 化 的 一 个 等 价 类 称 为 KK 的 一 个 位 (place). 由 K 的 完备 化 (K, p) 所 决 
定 的 位 称 为 实 的 , 如 果 K 同 构 于 R; 称 为 虚 的 , 如 果 K 同 构 于 C. 这 两 种 位 都 称 
作 无 限 的 或 阿 氏 的 (Archimidean), 其 余 的 位 都 称 作 有 限 的 或 非 阿 的 . 可 以 证 明 位 
和 系 除 子 是 互相 对 应 的 , 我 们 将 不 区 分 它们 . 对 于 五 的 位 vw, 我 们 用 re leh 记 
相应 的 正规 化 赋值 . 定义 K 上 的 距离 函数 为 d(x,y) = |x 一 yl*, 其 中 如 果 ww Ake 
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的 , 则 a = 3, 否则 a = 1. K 关于 这 样 的 度量 的 完备 化 记 为 Ko 有 理 数 域 Q K 
于 素数 p 所 定义 的 赋值 w 的 完备 化 记 为 Qyp. 
对 于 WARM v, 令 


O, = {xz E K, | Izle < 1}, 
U, = {xz € K, | |x|, = 1}, 
P, = {xz € K, | zl < 1}, 


则 O, 是 Ko 的 唯一 的 极 大 紧 子 环 , U0, 是 O, 的 可 逆 元 素 乘 法 和 群 , P, e O, 的 唯一 
的 极 大 理想 . 存在 m, € P,, 使 得 P, = 7,O,. 我 们 称 这 样 的 x AK, 的 单 值 化 
参数 (uniformizing parameter) 或 素 元 (prime element). k(v) = O,/P, 称 为 K, 
的 剩余 域 , 它 是 有 限 域 , 其 阶 数 称 为 Ko 的 模 . 

我 们 经 常 把 代数 数 域 称 为 整体 域 , 而 把 代数 数 域 的 完备 化 称 为 局 部 域 . 


3.1.4 ”分歧 指 数 与 剩余 次 数 


w F 是 一 个 整体 域 , K 是 下 的 有 限 代 数 扩 张 , w 是 五 的 一 个 位 . 令 p 为 K 
到 它 在 w 处 的 完备 化 Ky MARRA. 则 Ku 是 PEF) 在 Ky 中 的 团 包 的 有 限 代 
数 扩张 . p 在 下 上 诱导 出 到 此 闭 包 的 一 个 艇 入 , HARES FNM v. 我 们 
称 v 在 ww 之 下 , ER w EvE, 记 为 w |v. 在 这 种 情形 下 我 们 经 常 把 五 ,与 F 
在 Ky 中 的 财 包 等 同 起 来 . 

设 不 (相应 地 , r) 为 F, ( 相 应 地 , Ku) 的 素 元 , q (相应 地 , gq ) 为 Fo (相应 地 ， 
Ku) te. 整数 ord, (7) 称 为 扩张 Ku/F, Na bb kot A (ramification 
index), WA e(Ky/F.). 满足 gq = qi 的 整数 了 称 为 Ku Æ F, LHRH 
或 剩余 类 次 数 (residue class degree)， 记 为 f(Ku/Fo). 我 们 有 [Kw : Fol = 
e(Kv/F,)f (Kv/F,). 

RATER F 的 一 个 素 除 子 v 在 对 次 扩张 开 / 玉 中 完全 分 裂 , MRK PA nt 
在 vv 之 上 的 素 际 子 . UNA e(K./F,) = f(Ku/Fo) = 1 (w X K 的 在 v 之 上 的 
任 一 素 除 子 ). BATE v 在 K/F 中 不 分 解 , 如 果 其 中 只 有 一 个 系 除 子 包 在 v 之 上 
H e(K,,/F,) =1. 此 时 有 f(K,/F,) =n. 我 们 称 的 一 个 素 除 子 包 在 KK/F 中 
分 歧 , WR e(K,/F.) > 1, 其 中 %v 是 下 的 在 w 之 下 的 素 除 子 . 我 们 称 v 在 K/F 
A}, 如 果 存 在 K WE v 2 ERR w, 使 得 ww 在 KK/F Pop. 


3.1.5 ”分解 群 与 惯性 群 


w K Æ F WAR Galois 扩张 . W G = Gal(K/F). 
设 忆 是 五 的 一 个 素 除 子 . 对 于 o EG, 定义 lajow = lo al, (a E€ K). 则 
ow 也 是 天 的 素 除 子 . EXA T EG, WA o(rw) = (oT)w. BRR, A w 的 赋值 
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环 , 则 有 oR = Row. H o FARF w 的 Cauchy 序列 得 到 关于 ow 的 Cauchy 
序列 ; 反 过 来 , H o-! 作用 关于 ow 的 Cauchy 序列 得 到 关于 w 的 Cauchy 序列 . 
Te, 根据 连续 性 , 有 同 构 o,: Ku > Koy. WR w EE F 的 素 除 子 v 之 上 的 ， 
MW ow 也 在 v ZE. 此 时 同 构 o 是 Fy AW. 显然 有 Oru oT = (oT7)w. WR w 
和 w 是 在 下 的 同一 素 除 子 vv 之 上 的 , WEE o EG, 使 得 ow = w. 

w 的 分 解 群 Cu 是 如 下 定义 的 G 的 子 群 : 


Gy = {0 E Glow = w}. 


注意 
Gro = {0 E Glorw = Tu}, 
于 十 w Wo aR BE ETE Ae TS Fi v 所 确定 . 根据 前 面 所 述 ， 如 果 
o E Gu, Woe Ki NF AAW. 所 以 我 们 有 由 Gu 到 Gal(K,/F,) HARA 
i. 进一步 , i 是 同 构 . 
& k(v) (相应 地 , k(w)) 为 五 (相应 地 , K) XF v (相应 地 , w) 的 剩余 域 . 则 
AMEA 


G(Ky/Fy) — G(k(w)/k(v)) 


0 — 0, 


其 中 5 的 定义 为 
g(x mod P,,) =o(x) mod P,. 


以 p。( 相 应 地 , By) 记 对 应 于 F (相应 地 , K) 的 有 限 素 除 子 v (相应 地 , w) 的 
素 理想 . 由 于 R.,/Py S klw), Ry/Py S k(v), 所 以 上 面 的 满 同 态 导致 正 合 序列 


1 — Iy — Gu > Gal((Rw/Bw)/(Rv/Pw)) — 1, 


Iy = {0 E€ Gy |o(z) =x mod Pu, Vz E Ry}. 


I, KA w 的 惯性 群 (inertia group), 它 的 阶 为 e(K /FP,). 
Kwek 的 在 下 的 素 除 子 v 之 上 非 分 歧 的 有 限 素 除 子 (事实 上 几乎 所 有 的 
系 除 子 都 是 非 分 此 的 ). WY 
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G D Gy =G(K,,/F,) = G(k(w)/k(v)). 


由 于 剩余 类 域 是 有 限 域 , 所 以 Galois # G(k(w)/k(v)) 是 循环 群 , 生成 元 为 


Ny 


Lt T”, 


其 中 N, = |k(v)| 为 绝对 范 数 . 由 此 即 知 在 G 中 有 唯一 的 元 素 o,, 满足 
a’ =a’ mod Pa, Vac Ry. 


这 个 ou 称 为 关于 素 除 子 w Frobenius 自 同 构 (Frobenius automorphism). 
由 Ow 的 定义 立 得 


Ory = TOT. 


FUARA Y F Frobenius 自 同 构 被 v 唯一 决定 . 
3.1.6 adele 坏 


Ww K 定 一 个 代数 数 域 . 我 们 沿用 前 面 的 符号 . 以 Sk 记 K 的 所 有 素 除 子 的 
合 , WS. W K 的 所 有 无 限 素 除 子 的 集合 . 设 3 是 Sk 的 包含 So MARTE. 
对 于 这 样 的 S, 令 l 


并 在 Akx(S) 上 赋予 乘积 拓扑 . Ax(S) 称 为 K 的 S-adele 环 (ring of S-adeles). 
K 的 adele 环 (ring of adeles) Ar 定义 为 Ax(S) 的 直 极 限 , 其 中 5 取 遍 Sx 的 
包含 So 的 所 有 有 限 子 集 (此 有 限 子 集 集合 上 的 序 由 包含 关系 所 定义 ). Ak 是 
局 部 化 的 ， 事实 上 , 所 有 的 Ax(S) 的 开 集 构成 Ar 的 开 集 . 如 果 L/K EAR 
Galois 7 ak, WA, 典范 地 (同时 是 代数 地 和 拓扑 地 ) 同 构 于 Ar Bx L. 在 这 里 我 
们 通过 对 角 线 映射 z (r,r, ) EK RAB An 中 (注意! 对 于 几乎 所 有 的 
v E Sk \ Sw 有 |z|, < 1, 因此 (2, 2,---) E€ Ax). FEN (2,2,---) (x € K) $ 
为 主 adele (principal adele). 在 此 意义 下 , K 在 Ax 中 离散 . Ax/K 在 商 拓扑 下 
we RAY. 

58 js UT XE EE (strong approximation theorem) BÆ K 的 一 个 位 vo. 4+ 
Sk = Sk \ {vo}. 对 于 Sk 的 任 一 包含 So \ {vo} HART RS’, 定义 


Bx(S’)=|[K.x |] o. 


UES! UVES \S! 
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以 Bit Be (S’) 的 直 极 限 (直观 地 说 , B REE An, 的 直 积 因子 中 任意 去 掉 一 个 ). 
则 在 对 角 线 映射 下 KB YORE BY He. 


3.1.7 idele 和 群 
设 S 是 Si 的 包含 5 HARTE. 令 


Jk(S) = | | > X | 到， 


在 Jx(S) EWP HR. K 的 idele # (group of ideles) Jk 定义 为 Jk(S) 的 
HR, 其 中 S Bol Sk NAS. 的 所 有 有 限 子 集 . Jk 是 Ak 的 可 逆 元 际 组 成 
的 乘法 群 , 所 以 Jk 也 记 为 Ax (但 是 Jk 有 更 细 的 拓扑 ). KX 在 Jk FAR. 

对 于 任 一 a = (a,) E€ Jg, 我 们 记 


此 式 右 端的 乘积 中 v PORAI K 所 有 的 位 . 映射 | |: Je 一 RX 是 连续 的 , FFA 
K* 上 取 常 值 1 ( 即 所 请 “乘积 公式 ”). 
令 JL = {a € Jx | la| =1}. W JL 是 紧 的 , 而 且 Jg EL MRX 的 直 积 


3.1.8 Dirichlet 单位 定理 
W S 是 Sk 的 包含 So WARTE. KETTA zx 称 为 一 个 S Bh, mR 
zl, =1(vv¢ 5S). 


MA S = So WS 单位 就 是 Ok 的 单位 ， 以 Urls) w K 的 5S 单位 群 ， 
以 Wk W Ok 的 有 限 阶 单位 组 成 的 群 。 显然 Wk 就 是 天 中 的 单位 根 群 ， 并且 


3.2 Galois 上 同调 


本 下 将 看 眼 于 Galois 群 的 上 同调 . 我 们 先 考 虑 类 域 论 中 有 关上 同调 群 的 一 些 
La. 
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3.2.1 Galois #6 LEB 


w K/F 是 域 的 Galois 7 5k, HBA G = Gal(K/F). 设 {Ki | i el} AF 
TK W F ENA Galois 扩张 的 全 体 . $ U; = Gal(K;/F), W G = lim G/U; 
是 投射 有 限 群 

G 在 五 的 加 法 群 上 的 作用 使 得 KEA GR. ATK = K; 以 及 K = 
UK;, MA K 是 离散 G 模 . 进一步 , Ki Æ G(K/F) 模 , 并 且 G(K;/F) = G/U:. 
于 是 有 

H3(G, K) = lim H”(G(K;/F), Ki), (3.1) 
其 中 AS, 表示 连续 上 同调 . 

如 果 K/F 是 有 限 Galois 扩张 , 则 由 正规 基 定 理 知 : K 作为 FIG| 模 是 由 一 
个 元 素 生 成 的 自由 模 . 所 以 它 同 时 是 下 上 的 上 诱导 模 和 诱导 模 ， 因此 Tate LA 
WR H"(G(K/F),K) = 0 (Yn € Z). 由 (3.1) 式 即 知 对 于 任意 的 Galois 扩张 
K/F, 都 有 

H"(G(K/F),K)=0, Vn2>1. 


3.2.2 Hilbert 定理 90 

我 们 用 域 K 的 乘法 群 KX RS ED aR K, W (KX) = KY， 

Kx =U KX 是 离散 G 模 . 我 们 有 
H7 (G, K*) = lim H"(G(K;/F), KY). (3.2) . 

但 是 其 余 的 讨论 有 很 大 的 差异 . 

命题 3.2.1 (Hilbert 定理 90) H!(G(K/F),K*) =0. 


WEAR 根据 (3.2) 式 我 们 只 要 对 于 K/F 有 限 的 情形 证 明 本 命题 . SEG 
的 取 值 在 KX 中 的 1 上 闭 链 .由 Dedekind 关于 自 同 构 无 关 性 的 定理 知 ， 存 在 
c E KX 使 得 


b= >_f(o)o(c) £0. 


OEG 


H r eG 作用 此 式 , 得 到 
r(b)= > (Tf(0))(ro(o)) 


OEG 


一 3 F> fro) rolce) (因为 f(T7o) = f(7)7Tf(o)) 
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于 是 f(r) =b-7(b), 即 是 1 上 边缘 . O 


3.2.3 ”局 部 域 的 乘法 群 和 单位 群 的 Galois 上 同调 群 


ERNER F 为 一 个 代数 数 域 在 一 个 有 限 位 v 处 的 完备 化 , FA F 
RAHE. 我 们 把 On, Uy, Py 分 别 记 为 Op, Ur, Pr. 局 部 类 域 论 的 一 个 重要 结 
果 是 

定理 3.2.2 AAA, 即 所 谓 “ 不 变量 ”映射 : 


invp : H?(G(F/F),F) — Q/Z. (3.3) 


wR K/F F PH nk KK, 


inv x O Resp/k = no inve. (3.4) 


证 明 参见 [331] §1 Theorem 2, 3. 


证 明 参见 [331] §1 Theorem 3 Cor. 2. 

hw K/F nh Galois 扩张 , G = G(K/F). VR H ÆG 的 m 阶 子 群 . 由 
Hilbert 定理 90 我 们 有 A (A, KX) =0. WRF’ AA HASH, WH = G(K/F’). 
于 是 H(A, K™) 28 ugr 生成 的 mm 阶 循环 群 . 如 果 


Resp/x : H?(G(F/F),F ) — H?(G(F/F*),F ) 


we PR ral Flas, 则 有 
UK/F' = Res(ux/r). (3.5) 


这 个 等 式 来 目 于 不 变量 的 计算 : 


1 1 
inv p (Res ux/F) 一 Fas . F| inv(Ux/F) = F” 。 F\— = m = Inv p (UK/F’). 


对 此 G 模 Kx 是 一 个 以 unr 为 基本 类 的 类 模 . 现在 我 们 可 以 应 用 Tate- 
Nakayama 定理 ( 见 1.3.2 $), 从 而 得 到 
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定理 3.2.4 ITAANZA n EZ, 由 上 积 给 出 的 映射 Q aUugr 是 由 
H"(G,Z) 到 H"+?(G, K*) 的 同 构 . 进一步 , 我们 有 交换 图 


cor | co (3.6) 


下 面 我 们 叙述 一 个 关于 单位 群 的 上 同调 的 结果 . 

命题 3.2.5 ik K/F 是 群 为 G 的 有 限 Galois 扩张 . 则 

(1) 存在 Uk 的 开 子 群 卫 使 得 五 "(G,V) =0(VneZ). 

(2) 如 果 非 分 歧 , 则 A(G, Uk) =0 (Yn € Z). 

证 阴 请 参看 [331] §1 Prop. 1, 3. 

最 后 我 们 用 上 同调 做 一 些 计 算 . | 

命题 3.2.6 设 忆 是 非 阿 局 部 域 , K/F 是非 分 歧 Galois 扩 张 ,G = G(K/F). 
WA A RAPER Z 自由 模 同 时 又 是 GH, 则 范 数 映 射 N = Ne 诱导 出 满 同 态 


N: Hom(A, Ux) — Home(A, Ux). 


证 明 OM n> 1, OUR = {x € Ux|z = 1 mod PR .这些 群 都 是 G 不 变 
的 . 所 以 我 们 只 要 验证 


N : Hom(A, Ux /Us.) — Hom,(A, Ux /Ux), 
N: Hom(A,U% /Un+!) — Home(A, U2 /Ut+!) 


N: Hom(A,kx) — Homc(4, kx). 


设 kp = Or/Pr, 则 kx 作为 G 模 同 构 于 ZIG] @ kp. 而 Hom(A, ZIG] 8 kr) F 
构 于 Z[G|] ® Hom(A, kr), 所 以 


A? (G, ZIG] ® Hom(A, kr)) = 0, 
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BY N 古 满 同 态 . 
Ux/Ux 作为 G 模 与 乘法 群 kk& 同 构 . 所 以 我 们 考虑 


N: Hom(A,kx) —> Homg(A, kx). 


此 映射 的 满 性 等 价 于 H(G, Hom(A, kž)) = 0. 由 于 G 是 循环 群 且 Hom(A, kX) 
AR, 故 所 有 的 H?(G, Hom(A, kx)) 有 相同 的 阶 . 我 们 将 证 明 


Ĥ' (G, Hom(A, kž)) = H! (G, Hom(A, k% )) 


是 0. Oke 为 kk 的 代数 闭 包 , F & Frobenius ÁF oo: x zlkxl 生成 的 . 
Gal(kx/kx) 的 子 群 . 则 序列 


0 — H! (G, Hom(A, kž)) — H'(F,Hom(A, kr)) 


正 合 . 我 们 只 要 证 明 此 序列 中 石 闪 的 群 为 0. 多 上 的 1 上 闭 链 由 jco) 所 决定 . 
为 证 明 f taz, 只 要 证 明 存 在 E€ Hom(A, kX) E flao) = oop - o. 设 
和 Al) , Àn 为 4 的 一 组 基 . 令 


n 
— 时 ) 
j=1 


ER (@i; ) 是 整数 矩阵 , 因而 它 的 特征 值 都 是 代数 整数 . TE, MR kx 的 元 素 个 数 
Aq, W 矩阵 (qai; 一 ôu) 非 奇 异 (这 里 ô 为 Kronecker 符号 ). 我 们 可 以 将 此 非 
奇异 阵 写 成 乘积 (bij )(mi6ij)(ci;), 其 中 Ou) 和 (ci;) 者 是 整数 可 逆 窍 阵 , 并 且 其 
ERE (bi) 和 (ci;) 也 都 是 整数 算 阵 , Mi , Mn 都 是 非 零 整数 . S f(oo) = y, 
FFAS y(i) = a; WR oli) = 8i, 则 


由 此 方程 可 以 解 出 0 ,6n. 令 


我 们 束 得 到 了 原来 方程 的 解 . a 
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3.2.4 ” 半 局 部 理论 和 整体 不 变量 


w K/F 是 域 的 Galois 扩张 , 其 Galois 群 为 G = G(K/F). 我 们 将 考察 G 
在 Jk 的 卡 氏 积 结构 上 的 作用 . 8x eE Je, Wa = (£u), EP wR Sg 中 的 位 . 
G 的 元 素 o 诱导 出 Ou: Ky > Koy 使 得 (07) oy = owzw, 即 有 下 面 的 交换 图 : 


Ow Ow 


Kow Ky, Kow 


| fe 


Jg Jg - Jg 


XE iy 将 xX E K, RA Jk Pw TEN cmon 1 TR, jw EP w 分 
量 的 投影 . 

下 面 的 命题 是 Shapiro 引 理 的 直接 推论 : 

命题 3.2.7( 半 局 部 理论 ) 设 vESp,wESk,w 在 vv 上. 则 存在 自然 的 逆 


同 构 
H"(G J Kz) nt H” (Ga, Ko (3.7) 
“ule j jwooRes 0? Wo 
以 及 
H” (G, | | U») eeo H” (Gan, Uwe) 
( 9 wW Jo one wo) 0 73 


其 中 Uu 是 Ky 中 的 单位 群 . 

这 样 对 于 在 v 之 上 的 所 有 的 w, 上 同调 群 A" (G,, K) 都 典范 同 构 . BHF v 
上 不 同 的 w 所 对 应 的 Ko 都 同 构 , 所 以 为 方便 起 见 , 我 们 用 K? 记 任 一 Ku (w 在 
v ZE). 我 们 也 用 G? =G(K”/F,) 记 局 部 Galois 群 , 用 H"(G”, (K*)X) 记 任 一 
上 同调 群 H"(G,, KX). 

命题 3.2.8 H(G, Jk) AAT A [],-5, H"(G’,(K’)*). 


WEAR MW Jg = lim Jx(S), 其 中 


Jx(S) = [J kX) x [dU 
vES wlv vgS wlv 
S HUE Sr 的 包含 (在 中 K/F) 分 歧 的 位 和 阿 氏 位 的 有 限 子 集 . 由 于 有 限 群 的 上 同 
调 与 直 极限 可 交换 , 任意 上 同调 与 乘积 可 交换 , 所 以 我 们 只 要 考察 各 个 部 分 的 上 同 
调 就 足够 了 . 由 命题 3.2.5 知 ; 如果 8 包含 所 有 分 歧 的 位 , W Mes Mu Uu) 有 
平凡 的 上 同调 . 所 以 我 们 得 到 


A"(G, Jx(S)) = [] 2G", (K*)*) 


ves 
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(2) 应 用 定理 3.2.3. 口 
对 于 任 一 v € Sx, RANA inv, 记 invgv. 对 于 a e H?(G, Jg), 用 inv,(a) 
WwW inv,(j*(@)), 其 中 j” 4 H?(G, Jg) 8) H?2(G’,(K’)*) 上 的 投射 ， 由 命题 
3.2.5: 除了 有 限 多 个 v 之 外 , 都 有 inv,(a) = 0. 所 以 我 们 可 以 定义 映射 (“不 


inv = 3 inv,: H’(G,Jk) — Q/Z. 


VES F 


3.2.5 idele 类 和 群 的 Galois 上 同调 


(参见 [378] §11.2). XF u € H?(G, Crx), 我 们 将 用 inv(w) 记 blu). 整体 类 域 论 
的 一 个 重要 定理 是 | 

定理 3.2.10 KK K/F Š nk Galois 扩张 , G = G(K/F). W 

(1) H*(G,Cx) =0. 

(2) H(G, Cr) Xn WARE, 并 且 它 有 典范 生成 元 ugr 使 得 


1 


inv(ux/F) = n 
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请 参见 [378] 9.1 节 , 11.2 +. 
我 们 再 叙述 两 个 结果 . 
定理 3.2.10 和 Tate-Nakayama EEN THERE 


H"(G(K/F),Z) = H"+?(G(K/F),Cx), Ynez. 


这 样 的 同 构 使 得 : 对 于 域 扩 张 KK D F' > F (K/F Galois, G = G(K/F), 
‘= G(K/F")), 下 面 图 交换 : 


H"(G, Z) 一 ~ H"+?(G, Cx) 


| PB 


H"(G',Z) >> 万"+2(G Cx) 
H"(G,Z) 一 H"*?(G,Cx) 


ca | co (3.10) 
H"(G’,Z) > H"+?(G’,Cx) 


fA 3.2.12 (1) (3.9) 式 中 的 了 是 单 射 , 并 且 有 正 合 序 列 


0 一 H°(G,K*) — TT H?(G",(K’)*). 


UESRF 
(2) R a € H*(G, K~), 则 inv(a) = 0. 
证 明 H H(G, Cx) = 0 我 们 得 到 (1). 关于 (2) 请 见 [370]. g 


3.2.6 Tate 定理 


设 F 为 代数 数 域 . 固定 一 个 有 限 Galois 扩张 K/F. & G = Gal(K/F). 设 
S 是 K 的 位 的 有 限 集合 , 满足 以 下 四 条 性 质 : 

(S1) SEG FRE, 

(S2) S 包含 所 有 的 阿 氏 位 ， 

(S3) 包含 所 有 在 上 分 歧 的 位 ， 

(S4) S 足够 大 , 使 得 KK 的 任 一 理想 类 含有 一 个 理想 , HEST S. 
wY AS 由 生成 的 自由 Abel 群 . MRITA EA 


0O— XY OZ 0 (3.11) 


A S' = Sk\S. 用 UJ,C 分 别 记 Uxk(S'), Jx(S'), Ckx(S'). 则 有 另 一 个 正 
合 序列 
03 U J- C— 0. (3.12) 


我 们 的 目标 是 证 明 Tate 定理 (Tate’s theorem). 此 定理 说 : 通过 2 维 数 移动 , 序 
列 (3.12) 诱导 出 的 上 同调 序列 同 构 于 比较 简单 的 序列 (3.11) 所 导出 的 上 同调 序 
列 . 确切 地 说 , 我 们 有 

定理 3.2.13 存在 上 同调 类 


az € H?(G,Hom(X,U)), a2 € H?(G,Hom(Y,J)), a, € H?(G,Hom(Z, C)) 
(3.13) 
使 得 下 面 的 图 交换 : 


其 中 坚 直 箭头 an (i= 1,2,3, n EZ) 是 用 ai 作 上 积 得 到 的 同 构 . 

WEAR ”此 定理 的 证 明 要 分 为 儿 步 . 

第 一 步 ， 构造 a. 

我 们 令 a, 为 五 2(G,C) 中 的 基本 类 a 在 典范 同 构 CS Hom(Z,C) 下 的 
像 . 我 们 知道 对 于 所 有 的 mw e Z, 用 ai 作 上 积 得 到 的 映射 a: 户 "(G,Z) 一 
H"+2(G,C) 都 是 同 构 . 

第 二 步 ， 构造 ap. 

US, 记 卫 的 在 5 之 下 的 位 的 集合 . 定义 映射 hh: 9, 一 9: Au) = w, 其 中 
wiv. YTS FPE w AURIE GE, > 


则 为 Gy FIR (Gu 是 w 的 分 解 群 ). 
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引 理 3.2.14 对 于 任意 G 模 M, 存在 典范 同 构 


H"(G, Hom(Y, M)) — Jli A” (Gi), M), 


VES y 


左 端的 元 素 0 在 此 同 构 下 的 像 的 vE S) PEA Jn) o Res 0. 


证 阴 注意: 对 于 给 定 的 了 的 位 v, KAM v 之 上 的 所 有 的 位 在 G 作用 
下 构成 一 个 轨道 . FEY, = Zu, Zw BG BL BN Y E Y, (v € 9.) WEA, 所 
以 
Hom(Y, M) S Jl Hom(Y,, M). 


VES y 


FAT Elev SAAR ACR, 我 们 得 到 


H"(G,Hom(Y,M)) = | | H"(G, Hom(Y,, M)). 


VES x 


75 FERRY | 
Hom(Y,, M) == M, 


其 中 j(f) = f(h(v)), GZ)) X nww = niwaz (ZE M). 根据 上 面 我们 所 说 的 注 
意 , 有 


Hom(Y,,M)= >》 r(i(M)). 


TE G/Griv) 
由 Shapiro 引 理 即 知 本 引 理 为 真 . 引 理 3.2.14 证 毕 . 
对 于 天 的 任 一 位 w, Say 为 H?(G.,,, KX) 中 的 局 部 基本 类 . 对 于 we€ S, 


4 
ly: Ke — J 


ASA, 它 将 Ku 的 非 零 元 素 zx 映 为 w 分 量 为 r 其 余 分 量 为 1 的 idele. Hik 
入 显然 是 Gu AA. 
在 引 理 3.2.14 HRY M X J. 定义 as X HAG Homry J)) 中 满足 下 述 条 件 


的 唯一 的 元 素 ， 对 于 任意 ve S,, 都 有 lGa J) 中 的 等 式 : 
Jho) (Res CQz2 ) 一 Lh(v) Qh): (3.15) 


第 三 步 ， 与 ao 的 定义 无 关 . 此 事实 由 下 面 的 引 理 保证 : 
引 理 3.2.15 ”对 于 任 一 we S, 在 万 2(G.J) 中 有 


Jw (Res a2) = tyQy- (3.16) 
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ub AR te TEG 使 得 w = Th(v). uy Gu = TGhwT t. 令 目 同 构 T 作用 在 
上 面 的 第 2 步 的 整个 过 程 . + ras 为 在 自 同 构 


(G, J) — (G, J) 


—1 


(0,2) — (tor, rr) 


下 的 结构 改变 所 给 出 的 as 的 像 . 类 似 地 , S 7.0, 为 在 自 同 构 


(Gro K*) — (Gay, K”) 


Zt rtc) | 


下 的 结构 改变 所 给 出 的 aro) 的 像 . 则 相应 于 (3.15) RA 


(0, x£) + (ToT 


Jw Res(7,a2) = by (TxOn(vy ). 


但 下 我 们 知道 T.a = az ( 见 1.1.5 节 ), 并 且 naro) = a, (因为 局 部 基本 类 是 典 
WAY, 见 定理 3.2.3). 引 理 3.2.15 证 毕 . 
BUA. at 是 同 构 . 
对 于 VE 5, 令 人 :也 一 了 为 由 和 (mn) = nw 所 给 出 的 G 模 单 同 态 ， 考 


虑 图 : 
J| f (Gro Z) A” (G, Y) 
ves, 
Hoh | | os (3.17) 
[I A"? (Ga, Ki) — H(G, J) 


其 中 左边 的 坚 直 箭头 是 同 构 这 是 因为 对 于 五 的 每 个 位 w, 用 au 作 上 积 给 出 同 
构 am : H"(G,,Z)& H+ (Gu, KX). 底下 的 水 平 箭头 1 由 映射 : 


H"(G,,, KX) 8 AG, J) 
MAT, 其 中 w= h(v), 因而 是 同 构 . 上 面 的 水 平 箭头 i 由 映射 : 
Cor oi’, 


H"(G,,,Z) "8 A(G,Y) 


所 诱导 , Hw = hiv). Y = OY, RRB H"(G,Y) = [| Ë"(G,Y.). BR 
Ys = repo, T(t, (Z)). 所 以 由 Shapiro 引 理 , 有 H"(G,Y,) = Ê” (Gu, Z). 

现在 , 为 了 证 明 af 是 同 构 , 只 要 证 明 图 (3.17) 交换 . 为 此 只 要 证 明 : 对 于 任 
— w =h(v) 以 及 任 一 上 e H"(G,,Z, 都 有 


Q2 U (Cor(z,,(€))) = Cor (iw (Qaw U €)). 
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由 上 积 的 性 质 易 见 此 式 左 端 等 于 Cor(Res(a2 U il (€))). 取 刀 的 一 个 截面 s. 由 
上 积 的 函 子 性 质 得 到 交换 图 : 

H?(G,,, J) @ H"(Gy,Z) "+? (Gu, J) 
i | 
Ë? (Gu, Hom (Y, J)) ® Ê” (Gu, Y) 一 Ê" +? (Gu, J) 


所 以 az U ip (€) = ju(Res(a2)) UE, EEF i,(a,) UE 再 由 上 积 的 函 子 性 质 有 
交换 图 : 


我 们 得 到 加 (ao) UE = ty (Ay U Ê). 


对 于 和 群 的 行 正 合 交 换 图 : 
(I) 0— x Y — Z — 0 
le a fa 
(II) 0— U — J — C — 0 


为 wi(f) = fi i = 1,2,3) UR (w,v)(f) =vofow. HEY ÆZ HHR, 所 以 
(1,a) AWA. 

第 五 步 . 存在 唯一 的 Ge H?(G, Hom((D, (ID))) #4 u (č) = a, H u(ã) = 
M5. 


由 于 序列 


0 Hom((I), (ID) er Hom(Z, C) x Hom(Y, J) 


ene”, Hom(Y,C) 0 (3.18) 


ES, 为 了 证 明 à 的 存在 性 , 我 们 只 要 证 明 A(G, Hom(Y,C)) 中 的 等 式 


(b, 1)aı = (1, a)az. 
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由 第 二 步 中 的 引 理 3.2.14, 我 们 只 要 在 H2(G,,,C) 中 验证 
jw Res((b, 1)a1) = jw Res((1,a)a2), VwesS. 


企图: 


H?(G, Hom(Y, J)) La, H?(G, Hom(Y, C)) LD H?(G, Hom(Z, OC)) 


| 


H?(G,,, Hom(Y, J)) 万 2(G Hom(Y, C)) 


.| p 


A? (Gu, J) - H?(G,,,C) 


Res 


H?(G,C) 


中 左边 的 矩形 是 交换 的 , 这 来 源 于 Res 和 ju 的 自然 性 . 所 以 有 ju Res(1, ajaz = 
alju Resa). 为 一 方面 我 们 有 ju Res(b 1)al = Resa, 其 原因 是 : 根据 定义 , a, 
在 同 构 Hom(Z, C) 一 C FRA a 以 及 图 : 


Hom(Y, C) -Hom(Z, C) 


C 
交换 . 于 是 & 的 存在 性 就 归结 为 证 明 H2(G,,C) 中 的 等 式 


Res a = a(jy Res az). (3.19) 


BK /F’ 是 以 G 为 群 的 Galois 扩张 . 令 v 为 FP 的 在 ww 之 下 的 位 . 则 K/P 在 
v 处 的 局 部 次 数 等 于 整体 次 数 n' = [K : F), 并 且 w 是 KK 的 唯一 的 在 v 之 上 的 
位 . 由 (3.16) 式 我 们 知道 : invw (jw Resa) 当 w =v NSF + 而 在 其 他 的 w 
处 等 于 0, 于 是 inv(aj, Resa) = =. 男 一 方面 由 于 限制 映射 将 基本 类 映 为 基本 
R, 所 以 Resa 是 整体 基本 类 , 并 且 inv(Resa) = 4. 而 基本 类 是 不 变量 为 扩张 
次 数 的 倒数 的 典范 类 , Me (3.19) RRA. 

由 第 二 步 的 引 理 3.2.14 有 


Ĥ' (G, Hom(Y, C)) & J] Ê’ (Gro C) =0 
UED* 


由 此 即 知 a 是 唯一 的 . 
BIND. 构造 aa3. 
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引 理 3.2.16 4 a3 = wa(G), WA (3.14) 交换 . 
证 明 ”我 们 有 交换 图 : 


| 
Hom((I), (I1)) 一 Hom(Z, CY 
Se fo 1) (3.20) 
u3 Hom(Y, J) Le, Hom(Y, C) 


此 图 的 交换 性 来 自 上 积 的 函 子 性 质 . 

第 七 步 ， 最 后 , 对 于 图 (3.14) 应 用 五 引 理 即 知 al 是 同 构 . 

Tate 的 这 个 定理 容易 推广 到 Galois RE. w M RICH GR, > (1)@ M ( 相 
应 地 , (ID @ M) 为 正 合 序列 (1) (相应 地 , (ID) Æ Z t5 M 作 张 量 积 所 得 到 的 结 
R. 由 于 M 无 扭 , 所 以 这 两 个 新 的 序列 仍然 正 合 . $ G 作用 在 它们 上 , 其 定义 为 
a(x @y) = ox 8 oy. 则 显然 偶 对 


Hom((1), (II)) x ((D® M) — (II) 9 M 


是 G 偶 对 , 并 且 用 上 面 构造 出 来 的 典范 类 a 作 上 积 给 出 下 面 图 中 的 坚 百 箭头 : 


H"(G, X & M) — H"(G,Y ® M) — H"(G,Z® M) — … 


| | | 


.. — H"+?2(G,U @ M) — H"+7(G, J @ M) — H"t?7(G,C@M) 一 … 
(3.21) 


此 图 类 似 于 图 (3.14). O 
EH 3.2.17 图 (3.21) 中 的 紧 直 箭头 是 同 构 . 
证 明 根据 Tate-Nakayama 定理 我 们 只 需 证 明 这 些 竖 直 第 头 在 M = Z h} 
是 同 构 , 但 是 要 把 G 换 成 的 任 一 子 群 G'. 这 由 我 们 已 经 证 明 的 结 朱 和 下 面 的 命题 
所 保证 : 
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命题 3.2.18 设 G AG HTH. 则 典范 类 ae 万 2(G ,Hom((T), (IT))) 是 
Q 的 限制 . 

WEAR 根据 由 (3.14) 式 给 出 的 a 以 及 oa/ 的 定义 , 我 们 只 要 在 将 a 换 为 w; 和 
Oto 的 情形 证 明 本 命题 即 可 , 这 是 整体 基本 类 在 限制 映射 下 变 为 其 他 基本 类 的 基础 
性 质 . 为 了 对 于 as 验证 本 命题 , 我 们 用 r 记 由 下 面 图 所 诱导 的 限制 映射 


woe 
Gy ra 
Gu = Gu NG 
于 是 对 于 任意 we 9, 有 


Jwl 4710Q2 = Jo7372CQ2 = T3JwT2Q2 = lywl3QAy- 


内 为 大 于 G 的 局 部 基本 类 的 限制 raaw 是 关于 Gl, 的 基本 类 , 于 是 得 到 我 们 所 要 
的 结果 A = 一 710Q2. L 


(3.17) 陈 中 的 同 构 ? A i 也 可 以 类 似 地 扩充 . RATATA UEH. 


3.2.7 Galois 上 同调 的 对 偶 定 理 


现在 我 们 讨论 Galois 上 同调 的 对 偶 定 理 ， 以 un 记 n 次 单位 根 群 , > u = 
Unen Hn. 


定理 3.2.20( 局 部 Tate 对 偶 定 理 (local Tate duality theorem)) 34 
K 为 Qs 的 有 限 扩张 , KA K 的 代数 闭 包 . 令 Gk = Gal(K/K). 设 4 为 有 限 
Gk 模 . NF i= 0,1,2, LA 


H’ (Gx, Hom(A, 人) x H? (Gx, A) — H?(Gx, u) S Q/Z 
决定 有 限 交 换 群 的 同 构 
H'(Gx,Hom(A, u)) 一 Hom(H?-*(Gx, A), Q/Z). 
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定理 3.2.21( 整 体 对偶 定 理 (global duality theorem)) 3 K AQHA 
RI RK, S 为 Sk 的 包含 Sa HARTA, 以 Ks 记 K 上 在 5 外 非 分 歧 的 极 大 代 


决定 拓扑 群 同 构 


H°(Gs, Hom(A, Cx(S))) — Homa (Ê? (Gs, A), R/Z). 
SORT —-HRRAA HH ZH, 则 有 拓扑 群 同 构 


H-!(Gs, Hom(A, Cx(S))) — Hom,,(H3(Gs, A), R/Z). 


以 上 对 偶 定理 的 证 明 见 [274], [152] 及 [254]. 

w K 为 数 域 , p 为 素数 , p > 2,M 为 有 限 p 准 素 Gs 模 . 对 于 ve 95, UK, 
w K Ev 处 的 完备 化 . Kw Av 在 Ks 上 的 一 个 扩充 . 以 Ks, 记 丰 在 Ks 内 
所 有 有 限 扩 张 在 w 处 的 完备 化 的 并 集 . 由 


G, = Gal(K,/K,) — Gal(Ks,w/Ky) — Gal(Ks/K) = 


得 到 限制 映射 
Res, : H'(Gs, M) — H"'(G,, M) 
由 此 得 到 映射 
Ons H? (Gs, M) 一 一 CB H°(G,,M), 
ves 
Bu: H*(Gs,M) — @H'(G,, M), 
ves 
ym : H?(Gs,M) — DP B? (G, M) 
vES 
利用 Tate 对 偶 得 到 映射 


am : €) H?(G,,Hom(M, pp~)) — Homa (H? (Gs, M), Qp/Zp), 


ves 


Bu: BD H(G., Hom(M, 1p%)) — Homa (H! (Gs, M), Qp/Zp), 


220 B-A MEHER 


由 类 域 论 可 得 非 退 化 偶 对 
Ker Bm Xx Keray — Q,/Zp, 


WERN Poitou-Tate 对 偶 (Poitou-Tate duality). 

在 以 下 的 定理 中 我 们 记 M? = Hom(M, up), A^ = Hom(A, Q,/Z,). 

定理 3.2.22 存在 同 态 ôm: H?(Gs, M?)^ 一 万 !(Gs, M) 使 得 下 面 的 序 
列 正 合 : 


0 


此 厅 列 称 为 Poitou-Tate 序列 . 
现在 设 对 于 ve S AE H(G, M) 的 子 群 W,(M). 由 Tate 对 侦 


H*(G,,M) x H!(G,, M”) — Q,/Z, 
所 决定 的 W,(M) 的 正 交 补 记 为 W,(M?). 定义 映射 
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此 序列 称 为 Cassels 序列 . 在 Wiles 给 出 的 Fermat 最 后 定理 的 证 明 中 用 到 这 个 
序列 时 , 取 W,(M) = 0. 

在 本 和 解 的 余下 部 分 我 们 将 把 以 上 关于 数 域 上 的 上 同调 的 结果 推广 到 环 面 上 
E. 类 似 的 结果 对 于 椭圆 曲线 也 成 立 , 详情 请 见 : [73], [74], [249], [84], [133] 及 
[368]. 


3.3 SKA adele G 


3.31 ” 环 面 的 局 部 点 


在 本 小 市 我 们 用 下 表示 一 个 代数 数 域 在 一 个 位 v 处 的 完备 化 , 用 Op, Ur, 
Pr 分 别 记 Oy, Uy, PP. 设 工 是 定义 在 上 的 一 个 环 面 ， 了 在 有 限 扩张 K/F 上 
NR, G=Gal(K/F). 令 儿 是 在 2.1.1 区 中 定义 的 同 构 


wy: T = Hom(X(T), Gm). 


对 于 Gm 的 任 一 子 群 A, Hom(X (T), H) 可 以 被 典范 地 看 作 Hom(X(T), Gn) 的 
T. WP RA E Hom(X(T), H) HA Hom(X(T),Gn) WPA. A areal 


2.2.2 我 们 有 
T(K) = y~ (Hom(X(T), K*)), 


T(F) = y~ (Home (X(T), K*)). 
现在 我 们 定义 群 


T(Ox) = -1(Hom(X(T), Ux)), (3.24) 
T(OF) = 4- (Home(X(T), Ux)). (3.25) 


BAR T(Or) = T(Ox) NT(F), BW T(Or)=T(Ox)f. 又 显然 有 


T (Ox) = {x € T(K) | E(x) € Ux, VE € X(T)}. (3.26) 


K:F 
ulk 一 Ng/rlr, Vy EK. 
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我 们 得 知 n(x) € Ux, Wx € T(F)NT(Ox) = T(Op)， 这 就 证 明了 (3.27) 
式 中 的 “2?”， 另 一 方向 的 包含 关系 是 明显 的 . (注意 ,如 果 我 们 将 也 与 对 角 
群 D(d) C GL(d) 等 同 , 则 对 于 有 限 位 v, T(Ok) Æ T(K) 中 系数 在 赋值 环 
Ok(= {7z E K | |z|x < 1} 中 且 行 列 式 在 Ok 中 可 逆 的 元 素 组 成 的 群 .) SFH 
K EH T S (G,)?, W 六 诱导 出 同 构 


T(K) =(K*)*, = T(Ox) = (Ux)?. (3.28) 


这 意味 着 T(K) 是 局 部 紧 的 , 并 且 T(Ok) ET(K) 的 唯一 极 大 紧 子 群 ， 易 见 
T(F) 十 局 部 么 的 , T(Or) @T(F) 的 唯一 极 大 紧 子 群 . 
wWE(l<icr)eX(F) 的 一 组 基 . ENKI yY: T(P)- (RX) A 


p(x) = (| 和 (Cj 和 (zz)) (3.29) 
WW ob es aR 
(R7), wv 无 限 ， 
T(F)/T(Op) S 
eT (Or) Hi v 有 限 . 


3.3.2 ” 环 面 的 adele 点 


w F 是 数 域 , T 是 定义 在 上 的 环 面 . 当 不 致 引起 混淆 时 , BATE Fis FS 
Kt, 例如 记 A= Ap, J = Jp, T(O,) = T(Or,) 等 等 . 对 于 包含 Sw 的 五 位 的 


了 的 adele 群 (A) 定义 为 T(A(5S)) KF SHARE. 从 典范 等 同 的 观点 来 看 , 我 
们 有 
T(A) = Hom(X(T),J). 


Ale F # idele 类 和 群 (idele class group) C = Cr 由 下 面 的 正 合 序列 所 定 
义 : 
1— F* — J — C — 1. (3.30) 
HF X(T) eZ BAH, 所 以 有 正 合 序列 


0 — Hom(X(T), F”) — Hom(X(T), J) —> Hom(X(T), C) — 0, 


By, 
0 — T(F) — T(A) — Hom(X(T),C) — 0. (3.31) 
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如 果 我 们 令 CF(T) = T(As)/T(F), WE 


Cs(T) = Hom(X (T), Cr). (3.32) 
今 
7(0(5))=T(F)NT(A(S)), 
并 称 之 为 S RME. So 单位 群 了 (OU(S。)) 将 简单 地 称 为 工 的 单位 群 . 
以 后 我 们 将 用 同样 的 符号 来 记 alele 化 的 态 射 . 例如 , MRE € Xp(T), 我 们 
将 同样 用 & wA TA) 一 J (其 定义 为 E(x) = (E(z,))). 
AN 


心 


T(A) = {zx € T(A)|E(x) € Jp, VE € X,(T)}, 
T(A(S))! = T(A)* NT(A(S)), 
Ts = T(A)' NTs. 


命题 3.3.1 T(A)/T(A)! S (RYD, 其 中 7(T) > Xp(T) 的 秩 . 
WEARS ié (1 <i<r(T)) AX(T) 的 一 组 基 . 则 映射 


®: ri (lé lr) Erm (2))a) 


EH T(A) 到 (RIO WIA, HRA TA). 因此 我 们 只 要 证 明 是 满 射 . 

S 2(T) H T WERE, dé, 为 的 微分 , exp : L(T) 一 了 为 指数 映射 ( 参 
WL [47]). 易 见 {dé&; | 1 < i <r(T)} 在 Q 上 线性 无 关 . 事实 上 , HY, adé; = 0 
其 中 ai E Q. HK ai EZ. MA d(> ai:) = 0. FÆ D a€; = 0. 但 Ei 
(1<i<r(T)) ZRH, Ma; =0 (Vi). 所 以 {dé&; |1<i<r(T) QE 

选取 Xj € L(T) E dé,(X;) = ôy. 则 有 & (exp tX;) = exp(t dé,(z;)) = 
exp(td;; ) (Vt € R). 对 于 @ = (q,-:: Q(T) ) C (RX), Mt € 民 使 得 
expt, =a, HEF 的 一 个 无 穷 位 wv, 令 xz, = [exp t.X; € T(F,), £ = 
(zy, 1,1,---) E T(A). W (x) =a. 口 

命题 3.3.2 T(A) =T(A)!-T(A(S,)). 

证 明 由 于 了 T(A(S-)) 是 T(A) 的 开 子 群 , 所 以 T(A)IT(A(S。)) 在 中 
T(A) F, 并 且 商 空间 T(A)/T(A)T(A(S,.)) 离散 . 另 一 方面 ， 此 商 空间 是 
空间 T(A)/T(A)! 的 连续 像 , 而 T(A)/T(A)! 连通 ( 见 命题 3.3.1), 所 以 必 有 
T(A) = T(A)! - T(A(S.)). 口 

定理 3.3.3 (Ono4!), T(A)!/T(F) 是 紧 致 的 . 
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WEAR w K/F ÆA R Galois 扩张 , T Æ K EDR. Æ Jr WAF Jg = 
Jp Or K 中 , 也 把 T(As) RAZ T(An) P. AFT K LOS, 所 以 有 同 构 
f: T-(G,)*. 于 是 TAx) S = Ky" 定义 映射 入 : (Jg) 一 (RX), 它 将 
(al aa) BRA (laila: laala) € xi (l Sid) AX((G,)*) 的 典范 基 . 
则 对 于 z ET(Ar) 显然 有 


No f(x) = 1, xs o f(Z)lax = 1. 


由 于 Xiof (L<i<d) € X(T) > Xr(T) KÆ, 所 以 


jT(Ap) ) = f(T(Ar)) N (JR). 


于 是 我 们 有 
f(T(Ar)')(K*)* = f (T(Ar))(K*)? N (Jx)*. 


因为 在 (Jrg) 中 f(T(Ar)) EAM (K*)? 是 离散 的 , 所 以 f(T(Ar))!(K*)2 
在 (Jk) FAL. 由 于 Jk/K* JR, 所 以 f(T(Ar))'(K*)4/(K*)? 也 紧 ， 显 
然 映 射 f 诱导 自然 的 连续 同 态 f : T(A)!/T(F) 一 (JL/K*)4, 其 像 为 
f(T(Ar))'(K*)?/(K*)?, 于 是 得 到 定理 的 结论 . 口 
推论 3.3.4 h= [T(A): T(F)T(A(S,.))| < œ. 
证 明 根据 定理 3.3.3, 存在 包含 T(A)! 关于 TF) 的 陪 集 的 代表 系 的 紧 
SC. 有 再 由 命题 3.3.2 知 任 一 x € TA) 可 以 写 为 zx = ctro, 其 中 ce C, 
t € T(F), zo E T(A(S.)). 于 是 C 也 包含 T(A) KF T(F)T(A(S..)) 的 陪 集 的 
代表 系 . 1H T(A(S..) FE T(A)) FH, ALA T(F)T(A(S,.)) EETA) 中 开 . 这 说 
AH T'(A)/T(F)T(A(S..)) 离散 . 而 离散 的 紧 集 是 有 限 集 , ATLA h <o. O 

命题 3.3.5 EFATE S, 使 得 T(A) = T(F)T(A(S)). 

正明 ril <ich) 是 T(A) 关于 T(F)T(A(S)) 的 陪 集 的 代表 系 . S 
M 为 FF 的 位 的 集合 Sr 的 子 集 ， 


M = Ute E oplziv £ T(O,)}. 


则 MEARE $ S = MUS,, Wa, € T(A(S)). FRA T(A) = 
T (F)T(A(S)). E 
说 明 : ”用 约 化 群 代替 环 面 工 也 有 类 似 的 结果 . (参见 [46] 与 [258].) 
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34 算术 和 群 


3.4.1 算术 子 群 的 定义 


Z G 是 Q@ 上 的 线性 代数 群 ,是 G 的 有 理 点 群 G(Q) 的 子 群 ， 如 果 对 
于 任意 代数 租 入 G > GL, (n 为 任意 正 整 数 ) M GQ) NGL,(Z) TAR 
(commensurable) (两 个 子 群 I， AT. 称 为 可 公 度 的 , MRT, OT. 在 T AT, 
-中 都 指数 有 限 )， 则 称 工 NARFE (arithmetic subgroup). AW T WWT 5 


| = Homcaava) (X(T), U). 
UT Æ TQ) 的 算术 子 群 , 并 且 TOQ 的 任 一 算术 子 群 含 于 工 . 


3.4.2 ”算术 子 群 的 零 化 


RAJEE Serre 给 出 的 零 化 算术 子 群 的 结果 . 

设 v 是 的 一 个 复位 . WQKF v 的 完备 化 同 构 于 C. wv 处 的 分 解 群 是 二 阶 
群 , 它 的 非 平 几 元 记 为 to (AA MARK Frobenius). 不 同 的 复位 v 所 对 应 的 ww 在 
RF Gal(Q/Q) PHH. 我 们 用 Co WENA MAILER. 

te T EXE Q ENF, X(T) 是 特征 标 群 . WY = X(T) Bz Q. 令 人 为 
Gal(Q/Q) 的 通过 有 限 商 的 Q 不 可 约 表示 类 的 集合 . 对 于 每 个 入 e A, 令吉 为 Y 
的 与 入 对 应 的 同型 Gal(Q/Q) 子 模 , BUY 的 所 有 与 入 同 构 的 子 Gal(Q/Q) 模 的 
All. 则 有 直 和 分 解 


Y = al Y. 
ACA 
= Y,, 其 中 1 是 Gal(Q/Q) 的 单位 表示 ; > 
Y- — 3 Yy, 


(由 于 环 面 T/T ATHA, FARE Y (T/T) 5 Y(T) 的 子 模 等 同 .) 

证 明 首先 设 了 是 不 可 约 的 , 即 工 没有 非 零 的 真子 环 面 . 

WR Y = Y°, WT AWS Gm, ALT AR. 这 说 明 Y(T/T) = Y(T), 
所 以 (3.33) ARU. 如果 了 = Y-, W) T(R) = Homy(X(T),C*) 紧 ( 其 中 
H = {l, 小 ). HFT Æ T(R) 的 离散 子 群 , 故 有 限 . 于 是 同样 有 (3.33) 式 . 

WR Y = Y+, M T(R) AAA. 而 由 Ono 的 定理 (定理 3.3.3) A T(R)/T 
紧 , 所 以 工 是 无 限 的 . FET ÆT 的 维 数 至 少 为 1 的 代数 子 群 . T 的 连通 分 支 是 
T 的 非 平凡 子 群 , KT =T, 于 是 Y(T/T) = 0. 所 以 也 有 (3.33) R. 

对 于 一 般 的 情形 的 证 明 容 易 从 不 可 约 的 情形 导出 . 例如 取 一 个 环 面 T’ 5 T, 
EAT 分 裂 为 不 可 约 环 面 的 直 积 . 再 注意 到 T ST’ OT HR (是 工 的 一 个 算术 
TEF) 可 公 度 即 可 . 口 


3.5 ” 环 面 的 上 同调 


3.5.1 分裂 环 面 有 理 点 群 表 达 为 张 量 积 
w K/F 是 有 限 Galois 扩张 , 其 Galois 群 为 G. RN 是 有 限 秩 的 Z BAN 
是 G 模 . & N^ = Hom(N,Z). 则 对 于 任意 G 模 C, 有 典范 同 构 
N*®C &Hom(N,Z) ® Hom(Z, C) Hom(N,O). (3.34) 


wT ÆFA, CHEK 上 分 裂 . 则 T(K) 是 G 模 . 于 是 我 们 可 以 考虑 上 同 
调 群 H"(G,T(K)). 由 (3.34) RA 


T(K) = Hom(X(T), K*) = X(T) @z K”. (3.35) 
这 使 得 我 们 可 以 应 用 Tate-Nakayama 关于 张 量 积 的 上 同调 的 结果 . 


3.5.2 Fhe Galois 上 同调 


根据 定理 3.2.2 和 3.2.3, 我 们 可 以 应 用 定理 1.3.3 的 推论 1.3.5 (X(T)* EH) 
从 而 得 到 

命题 3.5.1 设 已 是 一 个 代数 数 域 在 某 个 有 限 位 处 的 完备 化 . 则 用 KX 的 基 
本 类 作 上 积 给 出 同 构 


H"(G, X(T)*) = H"""(G,T(K)). 
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如 果 FM, Y 是 由 Sp 生成 的 自由 群 ,5 : 了 一 Ze O(n.) = 
in, 所 给 出 的 同 态 , X 是 的 核 . 则 由 Tate 的 定理 (定理 3.2.17) 我 们 得 到 


命题 3.5.2 下面 的 图 交换 , 并 且 紧 直 箭 头 是 由 作 上 积 给 出 的 同 构 : 


| | | 


+ H"? (G, T(K)) — H"(G,T(Ax)) — H"°(G,CK(T)) — ++ 
(3.36) 


3.5.3 ESH 
由 Cgx(T) = Hom(X (T), Ck) 我 们 得 到 自然 偶 对 
Cx(T) X X(T) — Cx. 


由 Tate-Nakayama 对 偶 定理 (定理 1.3.6) 知 关于 这 个 偶 对 的 上 积 决定 一 个 正 合 
偶 对 
H"(G,Cx(T)) x H?-"(G, X(T)) — H?(G, Cx). 


由 于 对 于 所 有 的 n € Z, H?-"(G,X(T)) 都 有 限 , 所 以 H"(G,Cx(T)) 也 都 有 限 ， 
并 且 有 (非典 范 的 ) 同 构 


H"(G,Cx(T)) & H?-"(G,X(T)), Ynez. (3.37) 
3.5.4 ” 环 面 的 Galois 上 同调 正 合 序列 
取 正 合 序列 
0 — T(K) — T(Ax) — Cx(T) — 0 (3.38) 
(参见 3.3 3 的 (3.31) 式 ) 的 上 同调 , 我 们 得 到 正 合 序列 


0 —H°(G,T(K)) — H°(G,T(Ax)) — H(G,Cx(T)) — 
H1(G,T(K)) > H(G}T(Ax)) — 


BH 


0 + T(F) > T(Ar) > Cx(T)° > H(G,T(K)) 4 H(G, T(Ax)) > > 
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或 
0 — Cr(T) = Cx(T)° — H1(G,T(K)) -一 H!(G,T(Ax)) 一 
(3.39) 
NIH, 取 序 列 (3.38) 的 Tate 上 同调 , 我 们 得 到 正 合 序列 
0 —+H°(G,T(K)) — H°(G,T(Ax)) + H°(G,Cx(T)) — 
Hi(G,T(K)) + H(G,T(Ax)) — --- (3.40) 


由 (3,39) 式 和 (3.40) 式 即 知 


Coker a = Ker 8 & Coker ~, 


由 于 H(G,Cx(T)) 有 限 ( 见 (3.37) 式 ), 所 以 Coker a 有 限 . 


3.5.5 ”特殊 的 域 扩张 下 的 结果 


我 们 给 出 与 上 一 小 节 类 似 的 映射 的 更 多 的 结果 . 

it K/F 十 有 限 Galois 扩张 , 其 Galois #4 G. H Sx (相应 地 , Sr) W K 
(相应 地 F) 的 位 的 集合 . SHR h: Spo Sr 将 Sr PRR v RA Se 中 位 于 
之 上 的 一 个 位 w. 

定理 3.5.3 设 下 是 定义 在 互 上 的 一 个 代数 环 面 , T EAI Galois 扩张 
K/F ER. 如 果 K/F 是 循环 扩张 , RAE F i—i vi K Op F, EK 
(PP v Æ K Lay RRA). 则 对 于 任意 neZ, 典范 映射 


H"(G,T(K)) — || Ê" (Gro T (Kaw) (3.41) 
VESF 
ABH. 

HEAR 由 命题 2.2.3 我 们 知道 T(K) = X(T) @ KX (其 中 X,(T) = 
Hom(G,,,T)) 为 G AM, FÆ H"(G,T(K)) & H"(G,X,(T) @ K*). 类 
似 地 我 们 有 A” (Gro), T(Knwy)) X Ê” (Gro), X(T) @ Ky). 因此 我 们 只 需 证 
明 映 身 


H"(G, X,(T)® K*) — [|] "(Gra X(T) 8 KX,) 
VES F 
EHEH. Œ 3.2.6 市 的 (3.23) 式 给 出 的 同 构 中 取 M = X, (T), 即 知 我 们 只 需 证 明 
映射 
H"(G, X,(T) @ K*) — H"(G, X,(T) @ J) 
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为 单 射 . 由 同一 小 节 的 图 (3.21) 知 这 等 价 于 证 明 
H"-?(G, X,(T) ® X) — 万 "2(G X,(T) @Y) 
为 单 射 . 再 应 用 图 (3.21), 我 们 只 要 证 明 映 射 
H"-3(G, X,(T) @Y) — H"* 3(G, X,(T) 8 Z) 
EWN. 我 们 将 证 明 对 于 所 有 的 neZ 
Å” (G, X,(T) @Y) — H"(G,X,(T) 9 Z) 


都 是 满 射 . 事实 上 , 由 假设 我 们 知道 存在 三 的 一 个 位 v, 其 分 解 群 Gho) = = 

G. 在 上 述 同 一 小 节 的 (3.22) 式 中 取 M = X,(T), 则 该 式 左 端的 一 个 分 量 

万 "(G, X, (T) 9 Z). 这 就 证 明了 本 定理 . 0 
定理 3. 5.4 aa T 是 定义 在 F AAN T 在 有 限 Galois 扩张 


为 满 射 


定理 3.5.4 的 证 了 明 (3.42) 式 的 右 端 含 于 O, A" (Grey, T(Knw)) F. 
应 用 3.2.6 节 的 图 (3.21) 和 (3.23) R, 我 们 只 需 证明 如 下 的 事实 : 对 于 
任 一 v € S, 给 定 a, E (Gra T(Kro)) WFR v 4 S, 存在 
Qu © H” (Gro), T(Knwy)): 使 得 整体 的 元 系 (Gy) C Ð, H” (Gi), T(Knw)): 
并 且 在 映射 A(G, X.(T) @ J) 一 A"(G, X.T) 9 O. 下 的 像 为 零 . 这 等 价 于 : 
给 定 GD H"-2(Grwy,T. @Y) 中 相应 于 v € S 的 有 限 多 个 分 量 , 存在 其 他 的 分 量 ， 
使 得 所 得 到 的 O, H"-2(Gaw,T. @Y) 的 元 素 在 映射 


Ë"? (Gro), L,@ Y) — H"? (Gheo), L & Z) 


下 的 像 为 零 . 我 们 将 证 明 这 个 结果 对 于 所 有 的 7 ABI. 
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由 于 Gro) 是 循环 群 (Vv e S), 根据 Frobenius 的 一 个 定理 , 对 于 任 一 ve S, 
我 们 可 以 选取 五 的 一 个 位 0, 使 得 可 不 在 S 中 的 任 一 满足 Gu = Gro 的 v 之 上 . 
这 种 选取 有 无 穷 多 种 . T = hô), 其 中 当 是 玉 的 位 .我 们 可 以 进一步 设 所 有 
R ô 都 两 两 不 同 . 以 S 记 这 样 得 到 的 $ 的 集合 . 现在 设 对 于 v € SAET B, € 
Â” (Gray X(T), 我 们 定义 (zu) € Ê” (Gre), X.(T)) = HG, X.(T) 9Y) 符 
全 以 下 要 求 : 


Ly = Bu, 如 时 VE S, 
Za = — by, WR h(d) = 9, ve S, 
Ty = 0, 如 果 v é SUS". 


则 此 元 素 在 映射 A” (Gro Ta 9Y) 一 A (Gro T, 9 Z) 下 的 像 为 零 . 这 就 证 明 


Qor = Qo Ar, Vo,TEG. (3.44) 


我 们 用 Z (G,A) 记 所 有 1 上 闭 链 的 集合 . 两 个 1 上 闭 链 称 为 上 同调 的 , 如 果 存 在 
c E A 使 得 
bo = c'as C, VoeEG. (3.45) 


这 契 工 上 闭 链 集合 上 的 一 个 等 价 关 系 . 此 等 价 关 系 下 的 等 价 类 的 集合 记 为 
H(G, A). 如 果 4 是 交换 的 , 则 这 里 的 H! 就 是 通常 的 五 !. 

像 前 面 一 样 , 设 工 是 定义 在 域 尺 上 的 一 个 环 面 , T ÆA Galois 扩张 K/F 
EAR, 我 们 将 考虑 A (Gal(K/F), AutkT). 这 需要 另外 一 个 概念 . 

Ww G1 是 定义 在 K 上 的 一 个 代数 群 . F A K 的 一 个 子 域 . 一 个 有 序 对 (G, f) 
BRA C K/F 形式 (K/F-form), Wk G 是 定义 在 上 的 代数 群 , fh G 到 
G 的 KK 同 构 . 两 个 K/F 形式 (G, f) 和 (G',f') 称 为 下 等 价 的 , 如 果 存 在 由 G 到 
G W F EA. RIH e(K/F, G1) w G 的 K/F 形式 的 下 同 构 类 . 

w ((G,f)) 是 Gi 的 KK/F 形式 的 一 个 三 同 构 类 , CAS K/F ÆR (G, f). 
对 于 ogo € Gal(K/F), > ps = f-1o "f. I 


XEM o > po 是 Gal(K/F) 的 取 值 在 AutgxGi 中 的 一 个 1 上 闭 链 . 
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po =P 0 Po 0 p, (3.46) 
JPEN (po) 和 (yt) 是 上 同调 的 . 于 是 我 们 可 以 定义 映射 
Q: e(K/F,G,) — H! (Gal(K/F), Autg G1) 
((G, f)) > ((p0)), 


0: e(K/F,T) — H (Gal(K/F), Autx(T)) 


为 双 射 . 
征明 前 先 证 明 RN. 设 oT, F) = oK MFE y € 
AutyT 使 得 (3.46) 式 成 立 . S p= fopo(f). BRp: T! 一 下 是 同 构 , 并 
HS 
70 — f O hj O (FN 
= (f o Pa) 0 (gst oP 04) o (lp) 0 (F) = Fo po (P) = 


这 说 明 是 定义 在 F EK. 于 是 (T, f)) = UT PON 
下 面 证 明 9 是 满 射 ， 令 (T,p) = Rxp(T) (参见 命题 2.2.6)， 对 于 给 定 的 


= {x € T | p(x) = po p(7)), Vo € Gal(K/F)}. 


(yo) 是 1 上 闭 链 意味 着 CT, = T, (Vo € Gal(K/F)). iT, 是 定义 在 FL 
的 . FÆ pn: 1 oT eK 同 构 . S f= oT), 则 (全 , 力 是 工 的 一 个 天 /下 
形式 . 显然 有 O(((Ti, f))) = 《((po)). 口 
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3.5.7 MEH IKS EA 


我 们 来 考虑 上 同调 和 环 面 扩张 . 
环 面 同 态 的 一 个 序列 


L 


0 — T' — T = T — 0 (3.48) 


BRA (严格 ) 正 合 的 (exact), 如 果 Keres = 0, Ime = Ker r, Im r = T" 并 且 v 和 
T 是 可 分 的 . 此 时 可 以 将 T WRA T HTE, HK T 5 T/T’ 等 同 . 

如 条 序列 (3.48) IEA, W T 和 序列 (3.48) 一 起 被 称 为 T BT” 的 一 个 扩张 
(extension). 进一步 , 如 条 序列 在 F EES, 则 此 扩张 称 为 定义 在 F 上 的 . 在 不 
全 于 引起 泥 清 的 情况 下 我 们 也 称 之 为 T' 被 T” OF PK. 

T'R T" KAAF T, SRA F Sir), REE F AS f: TS 使 得 
下 面 的 图 交换 : 


T RT 的 下 扩 张 的 等 价 类 的 集合 记 为 Extr (T, T). 给 定 正 合 序列 (3.48) 和 环 
fleas f:T’ > S',g: 9 — T", EX fT) AT x S 关于 有 序 对 (271, f(x)) 
组 成 的 子 群 的 商 , 这 里 z PON T 的 元 素 . 典范 映射 S — T x S’ AT x S’ T 
与 取 商 复合 定义 了 正 合 序列 


0 — 9 — f,(T) — T" — 0. 


我 们 定义 S” x T 的 子 群 g*(T) = {(y, x) € S" x T | gly) = "(x)}. WA ESF 
列 
0 — T’ — g*(T) — 8” — 0. 


设 11,15 = Extr (T”, T’). 由 | T; X T> = Ext p(T” X T” T X T”). A> A 
T” 一 了 x T" 为 对 角 线 映射 , 4 : T xT >T 为 乘法 映射 . 定义 


Ti K Jo 一 A p(T X Ta) = Extr (T, T^), 


称 之 为 Baer 乘法 . 在 此 乘法 下 Ext p(T”, T’) 成 为 一 个 交换 群 (参见 [334] VII, 
§1, no.1). 

议 正 合 序列 (3.48) 是 定义 在 F EW. 我 们 称 F 有理 映射 o : T” 一 代为 一 
N F 28 AR, WR ro = id. 我 们 用 Exth(T”, T) id Extp(7T”,T') PARA F 
交叉 截面 的 扩张 组 成 的 子 集 . 


第 三 章 “” 代 数 数 域 上 的 环 面 333 . 


如 林 我 们 取 g*(T) 为 上 述 的 S” x T 的 子 群 , 则 映射 
ga” . Sg” > g* (T) 
y —> (Y, ogy) 


征 一 个 交叉 截面 . 类 似 地 如 果 f(T) BE ay T x S 的 商 , 则 映射 


o: T" — f,(T) 


2 — (ox, 1) 


(其 中 (oz,1) RAMA) 是 一 个 交叉 截面 . 可 以 证 明 Exth(T”, T) 构成 
Extr (T”, T) 的 子 群 (参见 [313] Proposition 8). 

现在 我 们 转移 到 环 面 的 特征 标 群 . 

命题 3.5.7 FPS (3.48) 正 合 当 且 仅 当 它 的 对 偶 


0 — X(T’) — X(T) X(T”) —0 (3.49) 


iE. 


证 明 注意 当 序 列 (3.49) E&I, Coker = 0 是 平凡 p 无 扭 的 XA 
X(T’) = X(T)/ Ker 4 = Coker 7 Æ Z BAAN, 当然 也 是 p 无 扭 的 . 于 是 由 命题 
2.1.9 BUCA ape. = 

hw K/F 是 有 限 Galois # 5k, G = Gal(K/F). WT(K/F) 记 定 义 在 F EFF 
A K EO SAA Oy. 此 范畴 的 对 偶 范 畴 记 为 M(K/F), 其 对 象 都 是 有 限 
AE MY) ER Z, 同时 是 G i (参见 定理 2.2.5). 

命题 3.5.8 如果 序列 (3.48) Æ F LES, 则 


TET(K/F) 4> T fT" €T(K/F). 


证 明 WAR Galois 扩张 L/F E8 LD K AT,T',T" € T(L/F). W 
(3.49) 式 作为 G(L/F) 模 序 列 是 正 合 的 . wT Ee T(K/F), ZARE G(L/F) 的 
fH G(L/K) Æ X(T) 上 作用 平凡 . 对 于 任 一 € X(T’), 我 们 有 


E = UE) = UE) = (UE) = E, Voe G(L/K). 
因此 和 到 €e T(K/F). SFE é € X(T"), 我 们 有 


mE") = (ne) = mt), Vo € G(L/K). 
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由 于 on 是 单 射 , MAE = E (Vo € G(L/K)). FHT" €T(K/F). RZ, 
x T',T” e T(K/F). SFHE-E€ X(T) 以 及 ao € G(L/K), Ro’ =1. W 
UE) = UE) = UE), AIE E- E E Ker 4 = Im. $E- E= nhé"). 由 
FA n(E)) = TOE) = nE), WA E- E= r(e) (O0<isN-1). F 
征 我 们 得 到 N (E) = 0. AF X(T) EZ AAAS oe, PRU E = 0, 
BI E = €. KARE T E T(K/F). 口 

现在 设 TT”eEe T(K/F) 由 命题 3.58 知 T € T(K/F) (VT € 
Extr(7”,7T'))， 过 渡 到 特征 标 模 ， 即 映射 工 一 X(T) 给 出 集合 Extp(T",T') 
M E(X(T'),X(T”)) 之 间 的 双 射 , 这 里 E(X(T'), X(T")) 是 通常 G 模 意 义 下 
H X(T") R XT) 扩张 的 等 价 类 的 集合 . BE E(X(T’), X(T”)) 在 Baer 乘法 
下 构成 一 个 交换 群 ， 此 群 同 构 于 Extol X(T), X(T")) (参见 [69] Ch. XIV, 1). 
T(K/F) 和 MM(K/F) 之 间 的 典范 对 偶 给 出 同 构 


Extr (T”, T’) = Extg(X(T’), X(T”)). (3.50) 
命题 3.5.9 存在 同 构 
Exto(X(T), X(T")) S H! (G, Homz(X(T"), X(T"))). (3.51) 
证 明 任意 给 定 X(T) € Exto(X(T), X(T"). 此 即 给 定 了 G 同 态 的 一 个 
正 合 序列 
0 — X(T") — X(T) — X(T”) — 0, (3.52) 


我 们 得 到 一 个 序列 
0 — Homz(X (T), X(T")) — Homz (X(T), X(T”)) — 
| Homz(X(7"), X(I")) — 0. 
此 序列 分 裂 (因为 序列 (3.52) 在 Z 上 分 裂 ). 由 此 我 们 有 上 同调 序列 
— Home(X(T), X(T”)) — Home(X(I"), X(T")) 一 
H? (G, Homz( X(T’), X(T"))) 一 
将 给 定 的 X(T) 对 应 于 此 同调 序列 中 X(T) 上 的 恒 同 映射 在 6 下 的 像 s = 


Ô(id| xir), 就 给 出 (3.51) 式 所 示 的 同 构 . E 
推论 3.5.10 我 们 有 同 构 
Extr (T”, T") & H!(G, Homz(X(T’), X(T”))) (3.53) 


Exts(T”, Gn) & H'(G,X(T")). (3.54) 
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现在 设 z” BENE F LN X” NRA. $ K AT EF ERRAR Galois 
NRE. 我 们 可 以 把 G = Gal(K/F) 与 由 常数 域 扩张 K/F 所 诱导 的 函数 域 扩 张 
K(x”)/F(x”) 的 Galois 群 等 同 起 来 . 

命题 3.5.11 存在 正 合 序 列 


0 — Ext,(T”,T’) — Extr (T”, T) — H’(G,T'(K(2"))). (3.55) 


征明 考虑 下 面 的 交换 正 合 图 : 
Ext(T”, T’) 


:< 


一 Home (T, T”) — Homg(T”,T”) 2, H! (G, Homz(T’,T”)) — «+ 


-| 


.. — Home(T, L*) + Homg(T”, L*) + H! (G, Homz(T,L*)) — ... 


eo koo oel 


>» T(F(x")) —— T" (F(x")) H! (G, T'(K(£"))) — --- 


其 中 8S 表 示 X(S) (S =T, T', T"), L = K(x"). T" 的 特征 标 在 一 般 点 zw 处 的 
取 值 诱导 出 典范 同 态 E: K LX. 上 图 中 的 紧 直 箭头 a, 就 是 由 E 所 诱导 的 . 
FE MEH, T € Extr (T, T) 有 一 个 玉 交叉 截面 当 且 仅 当 总 在 的 像 中 , 即 当 
且 仅 当 总 在 的 像 中 . BERE, ILHA SE = 0. AF E” = ao(id| 产 )， 
右边 的 方块 的 交换 性 说 明 O€” = age, 其 中 e € H1(G,Hom;(T",T”)) 是 我 们 的 扩 
张 下 所 在 的 类 . | 口 

命题 3.5.12 KT T ££ VE PF ŁAD. wA T CT(K/F) 并 且 
X(T) & G(K/F) 投射 的 , NEAT E Exte(T",T’) 都 有 交叉 截面 . 


证 明 HF X(T’) 2 G = G(K/F) 投射 的 , 所 以 


T (K(x')) = Hom(X(I"), K(x")*) 
是 界 投 射 的 (zx” 是 XX” 的 一 般 点 ). 于 是 A"(G,T'(K(2”))) =0(Vn> 0). a 


3.5.8 ” 环 面 正 合 序列 的 adele 点 


最 后 我 们 给 出 有 关 环 面 的 正 合 序列 的 adele 后 的 一 些 结果 . 我 们 固定 一 个 定 
NER F EFF AEA RR Galois 扩张 K/F 上 分 裂 的 环 面 的 正 合 序列 


L 


0 — T >T 5T — 0 (3.56) 
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WX G = Gal(K/F). 对 于 任 一 G 模 4, AA H”(A) id H"(G, A). 
与 序列 (3.56) 相对 应 的 是 对 偶 正 合 序列 


0 — X(T”) + X(T) > X(T’) — 0 (3.57) 


此 序列 作为 G 模 序列 是 正 合 的 . 由 于 X(T), X(T’), X(T”) MHZ 自由 的 , 所 以 
Xt FHE— ZI A, 下 面 的 序列 正 合 : 


0 — Hom( X(T), A) — Hom(X(T), A) — Hom( X(T”), A) — 0. (3.58) 
在 典范 的 等 同 
T(K) = Hom(X(T), kK”), 和 T(Ax) = Hom( X(T), Jg) 


的 意义 下 , 我 们 有 正 合 序列 


在 序列 (3.58) 中 取 A = Cr, 则 得 到 正 合 序列 
0 — Ck(T)— Ck(T)— Cr(T ) — 0. (3.59) 
取 (3.59) 式 的 上 同调 , 则 得 到 正 合 序列 


0 一 Cx(T’)? — Ck(T)® = Ck(T")S 
— 有 (Cr(T)) — H*(Ck(T)) 一 - (3.60) 
由 此 我 们 得 到 
Coker 7* & Ker(H*(Cx(I")) — H*(Cx(T))). (3.61) 
万 一 方面 , 由 正 合 序列 


0 — H°(Cx(T’)) — H°(Cx(T)) — H° (Ck(T")) 
— H (Cx(T)) — H? (Cx(T)) 一 


知 


Ker(H’(Cx(T’)) — H*(Cx(T))) & Coker(H°(Cx(T)) — H°(Cx(T”))). 
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其 中 右 端 的 群 是 有 限 群 (因为 HO(Cxk(T)) 是 有 限 群 ( 见 3.5.3 节 ). 于 是 我 们 得 知 
Coker T* 是 有 限 群 . 
对 于 任 一 同 态 a, > 
| Coker a 
|Kera| — 


q(a) = 


我 们 将 证 明 Ono 的 下 述 定理 ( 见 [281]): 
EH 3.5.13 令 几 为 典范 映射 TY(F)/x(T(F)) — T"(Ar)/r(T(Ar)). © 
(1) | Coker u| < oo. 
(2) | Ker u| < oo. 


(3) glu) 


_ |Ker(H (T(K)) > H (T(Ax))| - | Ker(H? (Cx (2")) > H (Cx(T))) 
| Ker(H?(T"(K)) > H*(T’(Ax))| + | Ker(H:(T"(K)) > HV(T"(Ax))| 


证 明 考虑 下 面 的 图 : 


0 — Kern = T'(F) — Ker ma =T(As) — Ker ï 


| | | 


0 T(F) T (Ar) cr(T) —— 0 
0 T" (F) T" (Ap) Cp(T”) — 0 


| | | 


Coker m = Coker 7,4 ————> Coker 7 —— 0 


其 中 的 所 有 同 态 都 是 目 然 的 ， 此 图 的 交换 性 与 正 合 性 都 是 容 多 验证 的 (参见 [69] 
Chap. III, Lemma 3.2). 于 是 由 蛇 形 引 理 有 正 合 序 列 


0—T(F)— T'(Ap) > Kerit — Coker r > Coker 14 一 Coker 7 — 0 


由 此 得 知 
Coker u = Coker 7, (3.62) 


Ker u & Coker v. (3.63) 
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其 次 应 用 序列 的 一 部 分 可 以 得 到 下 面 的 正 合 交 换 图 : 


0 一 一 - Cp(T) Cr(T)5 Coker a ——> 0 
| |r ha 
0 — C;(T”) Cx (T”)? Coker o” — 0 
Coker 7 Coker 7r* Coker 入 ——~ 0 
于 是 有 正 合 序列 


0— Kerr — Kern™ — Ker A — Coker7i — Coker 7* — Coker À —> 0, 


或 
0 — Coker £ — Ker 入 — Coker T — Coker x* — Coker 入 — 0. (3.64) 


我 们 已 经 知道 Coker a, Coker a” 都 是 有 限 的 ( 见 3.5.4 节 的 末尾 ), 所 以 Ker A, 
Coker 和 ÆA RI. 于 是 有 


gA) = 一 (3.65) 


万 一 方面 我 们 又 知道 Coker zr* 有 限 ( 见 (3.61) xt). H (3.64) 式 即 知 Core 和 
Coker 7 ARR. 换 名 话说，(3.64) 式 中 出 现 的 所 有 的 群 都 有 限 . 于 是 有 


| Coker e| . | Coker 7| - | Coker 和 | = |Ker 和 - | Coker 7*|. (3.66) 


特别 地 由 (3.62) ARMIA Coker u & Coker 7. 这 就 证 明了 (1). 
其 次 考虑 图 (其 中 G = Gal(K/F)) 


0 


N 


Ker 7 


YOON. 
0 — Kerr — Kerma Ker 7* — H! 


| | “| 


T(F)  T'(Ar) Cx(T")° 
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WIAA O=eov. 由 于 Coker 6 ARH c 是 单 射 , 所 以 Coker v 和 Coker e 有 限 . 
因此 


-| Coker ô| = | Coker v|| Coker ô|. 
由 (3.63) 式 即 知 Ker p 有 限 , 这 就 证 明了 (2), 并 且 


| Coker ô| 


Ker u| = | Coker v | Coker ô| 


(3.67) 


由 (3.62), (3.65), (3.66), (3.67) 式 我 们 得 到 


| Coker | — | Cokere| |KerA| | Coker x*| 
[Ker | —_ | Coker ô| | Coker 和 | Coker £| 

B | Coker a| 

| Coker 6|| Coker a”! 


q(u) = 


| Coker 7 ”|. 


Se Tamagawa 数 


本 章 将 研究 代数 环 面 的 一 个 算术 不 变量 一 一 Tamagawa (玉河 恒 夫 ) A. 我 
们 这 里 将 再 次 介绍 [280] 及 [281] 的 某 些 结果 . 天 于 简约 代数 群 的 Tamagawa 数 
的 理论 , 建议 读者 参看 综述 文章 [285], [286], [246] 及 [83]. Cassels 在 他 的 介绍 
椭圆 曲线 的 著名 文章 [75] 里 讨论 了 椭圆 曲线 的 Tamagawa 数 . 天 于 Tamagawa 
数 的 当今 难题 ， Bloch-Kato 猜想 ( 见 [45]). Kottwitz 在 [214] 讨论 了 环 面 复 形 的 
Tamagawa 2X. 
这 里 的 环 面 都 是 定义 在 代数 数 域 F E, 并 且 在 一 个 有 限 Galois 扩张 K/F 
ERR. 


41 测 Ë 


4.1.1 Tamagawa 测度 


迄今 为 止 , 我 们 只 用 到 了 环 面 的 拓扑 与 上 同调 . 现在 我 们 将 使 用 环 面 的 测度 . 
当 环 面 是 K 时 , 这 些 测度 的 计算 是 Tate 的 博士 论文 ( 见 [76]) 

首先 我 们 要 在 局 部 紧 域 F, 以 及 局 部 紧 环 Jp 上 把 测度 正规 化 (关于 拓扑 群 的 
测度 论 可 见 ，[9], 第 二 章 )， 

我 们 按 以 下 的 原则 选择 F, LAM) Haar 测度 dz 

(M1) 若 v 是非 阿 的 , F, > Qp, 取 Haar 测度 de, 使 得 以 下 等 式 成 立 : 


其 中 by 是 扩张 /QQ 的 相对 伍 分 . 
(M2) @ F, = R, 取 dr, 等 于 通常 的 Haar 测度 . 
(M3) € F, = C, 取 da, ii Haar 测度 的 2 f. 
然后 再 把 Fx 上 的 测度 正规 化 , ERIE 
(M4) 4 v 是 非 阿 的 , 则 


dz, 


zlo 


d*z, = NP,(NP, —1)7 
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(M5) 4 v 是 阿 基 米 德 的 , 则 


设 JP Æ Jr 的 子 群 , CH Jp(S) 内 满足 au = 1 (对 所 有 的 we 5) 的 元 
系 a = (dy) AM. 则 Jp 典范 同 构 于 直 积 [Ts Uv H Jr(S) 可 被 表 成 有 限 
BR Jr(S) = (les KX) x JB. 我 们 可 在 Jp(S) 上 定义 一 个 测度 dus = 
(Tlj,es d*z,) du’, 这 里 的 due 是 JS 上 的 直 积 测度 [Lg d tv. 由 于 对 几乎 所 
有 的 v 有 fy, Vay = Nó, 上 述 测度 是 有 意义 的 . 因为 Jp(5) 是 Jr 的 开 子 群 
可 以 确定 Jp 上 的 一 个 Haar 测度 du 使 得 在 Jp(S) 上 有 du = dus. 不 难 验 证 ， 
如 果 9 CS’, 那么 由 F 构造 出 的 dus 与 由 S 构造 出 的 dus 在 Jr(S) LEA. 
因此 我 们 在 Je 上 选取 的 dy 不 依赖 于 集合 S. 把 dy 像 征 性 地 记 为 [dz H 
PLA Jp 上 的 典范 限制 直 积 测度 . 用 Fo Dedekind C Až Cr(s) Œ s = 1 Xb 
的 留 数 去 除 dy, 多 可 但 到 Jr 上 的 Tamagawa 测度 (Tamagawa measure), 即 


把 RX A Jr 作为 财 子 群 . 则 我 们 有 同 构 


选取 Ji 上 的 一 个 Haar 测度 d*y 使 得 


则 众所周知 有 
J d*y = 1, J dz = 1, (4.2) 
JŁ/F* Ar /F 


F 


这 里 的 dz 是 典范 限制 直 积 测度 ]] dx。， (参见 Tate 的 thesis, 即 [76] 的 Chap. 
XV) 
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4.1.2 非 琳 异族 上 的 局 部 测度 


议 V 十 定义 在 五 上 的 d ERRI, w 是 定义 在 上 的 代数 d 形式 , 满足 
(1) V 上 处 处 均 有 w Æ 0， 
(2) w Æ V EZA, EME, 在 点 r E V 处 选取 局 部 坐标 (£1, ,za) 后 ， 
有 
w = f(x)dx A++- Adza, 


其 中 f(z) 是 在 r 的 邻 域 内 有 定义 的 有 理 函 数 , 它 可 被 写成 形式 祖 级 数 ; 
f(z) = 》 aag(zl — 29)* - (za — 9)", (4.3) 


现在 假设 z” E V(F,). 则 了 是 一 个 系数 在 F, ANAM AF zx? 是 简单 
FA, 根据 隐 函 数 定 理 , 存在 xz? EVF) 内 的 一 个 邻 域 UV, 使 得 

(1) Y : x > (£1 — z], ,Ta 一 279) Æ U 到 Fs 的 原点 的 一 个 v 进 邻 域 上 的 … 
同 态 ， 

(2) RAKE (4.3) 在 Y(U) 内 收敛 

RITE Y(U) 内 有 正 测度 |f(z)|,(dzi1),… (dzn)。. Ht ~ HERE U, 
BP] $B] U 上 正 测 度 w 不 难看 出 , 这 两 个 测度 在 两 个 邻 域 U M U 重合 的 地 方 
是 相同 的 , 因此 我 们 得 到 了 VF) 上 一 个 正确 定义 的 测度 wy. 7 


4.1.3 ” 环 面 的 adele 点 群 上 的 典范 测度 


wT EENE F EdE, 并 且 在 KK EDR. 设 &,1 < i<d, 是 
X(T) = Xx(T) 的 基 . 则 以 下 微分 形式 (CE 上 的 不 ak Fee MES ): 


WT = Mié dé; 


EDEN, HEXEK E. wr 称 为 下 上 的 典范 型 . 如 果 w 是 定义 在 下 上 的 任意 
不 变 做 分 形式 , 且 在 上 是 最 高 次 的 , 则 根据 唯一 性 , FE y E K 使 得 w= ywr. 

wa:T > T æF PAW, 并 设 w BENE F ENT’ 的 不 变 微分 形式 . 假 
wT’ BEK EDR, E (1 <i<d) # X(T’) WE. HER, RNA w = yur, 
7 E K. 我 们 把 从 w 通过 a 得 到 的 工 上 微分 形式 记 为 6a(w ). 显然 da(w’) 是 不 
变 的 , 且 定 义 在 五 E, 但 它 可 能 是 平凡 的 . 由 表达 式 w = ywr, 我 们 得 到 


alw) = y'õalwr) = Y Ai a(&)*d(a(&)) = Yv(a)wr. 


(BA 2.3.1 7) 因此 6a(w') 是 非 平 凡 的 当 且 仅 当 a 是 可 分 的 . 在 这 种 情形 下 ， 
w* = ywr 也 在 LAE. 换 句 话说 , 乘 以 分 裂 域 里 的 一 个 因子 后 , 典范 型 
Wp, wry PEX L) FREF F. 
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W jw 是 定义 在 T(F,) 上 的 Haar 测度 , 使 得 无 限 乘积 [T __ po(T(Ou)) 绝对 
WM, 则 称 形式 乘积 JI, u 绝对 收敛 , 它 定 义 了 了 (Ar) 上 的 一 个 Haar 测度 . 

MERT 上 一 个 具有 最 高 次 数 且 定义 在 玉 上 的 不 变 微 分 形式 w. Uw 典范 
mas STF.) 上 的 一 个 Haar 测度 (参见 4.1.2 节 ). 由 于 I, w。(T(O。)) 并 不 
总 绝对 收敛 , 我 们 引入 一 组 校正 因子 . 也 就 是 说 , 如 果 有 一 组 数 工 = {c,}, 使 得 
Ww = Cows 在 了 (A) 上 给 出 一 个 绝对 收敛 乘积 u = [I wo, WET Æ w 的 校正 因 
T. 根据 F 上 的 微分 形式 在 相差 PX 的 一 个 因子 的 意义 下 唯一 , 再 利用 F 内 的 乘 
积 公式 ,了 可 以 用 作 请 上 定义 的 任意 微分 形式 的 校正 因子 . 在 这 个 情形 下 , 我 们 令 


WA F = [| CyWy, 
U 


用 称 之 为 了 (A) ERFT 的 典范 测度 . 


4.1.4 典范 校正 因子 组 


我 们 要 引进 w 的 一 组 校正 因子 . 

R Ky, /Fy 是 一 个 不 分 歧 Galois 扩张 , 使 得 工 在 上 分 裂 ， 则 Galois 群 
G, = Gal(K,/F,) 可 被 典范 地 等 同 于 Go) = Gal(k(w)/k(v)). 根据 命题 2.2.4, 
SBN Go) SAF G, 时 , 利用 特征 标 模 X(T) 等 于 X(T) 这 个 条 件 , 可 以 
EMT Nv AT. 由 于 我 们 有 


典范 同 态 U, 一 k(w)* = U,/U™ 诱导 了 同 态 T(O,) 一 TW(k(v)). 利用 上 同调 
的 平凡 性 以 及 通常 的 长 正 合 列 论证 , 可 以 导出 正 合 列 : 


0 一 一 T(O,) — T(0,) 一 ， To)(K(w)) 4.9 (4.4) 
(这 里 如 果 r 是 一 个 正 整 数 , WA 
UM ={ae€U,|a=1 mod pr 
TO(Ou) = Y~ (Hom(X (T), U)) 


W 是 第 三 篇 第 二 章 命题 2.2.2(i) 给 出 的 映射 ). 
然后 计算 [T (k(v))]. 假设 [k(v)] =q. 则 Ga) 是 由 Frobenius 映射 o, : 
ti of 生成 的 . 利用 第 二 章 命题 2.2.2(ii) 的 符号 , zx E TM (k(v)) 当 且 仅 当 


[|y* =y, 1<ixd, 
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其 中 yy = f(x). 利用 初等 因子 理论 把 g :了 一 (gi;;(o,)) 对 角 化 , 可 以 得 到 


IT (k(v))] = det (gI — ‘go,) . (4.5) 


另 一 方面 , 根据 [401], Ch.2, Th.2.2.5, 设 S 是 一 个 充分 大 的 位 集 ，S' 包含 
Soo 以 及 所 有 使 K/F 分 歧 的 有 限 位 , 则 对 于 S 以 外 的 v, 有 


现在 设 L(s, xr, K/F) 是 命题 2.2.2(ii) 给 出 的 G = Gal(K/F) 的 表示 0 上 
“go 所 确定 的 Artin L eka, 其 中 yr Æ G X(T) 的 特征 标 (参看 [226] 或 [76] 
Chap. VIII). 对 v & S’, 据 定义 , L(s, x, K/F) 的 Euler 乘积 展开 的 v 分 量 为 


一 上 


L(s,x,K/F) = det (I — q7% go, ) (4.7) 
如 果 我 们 令 : 
L, r vE So, 
C, = 
L,(1,x, K/F), vu € So. 
则 由 (4.5), (4.6) 和 (4.7), 对 vv ZS’, 有 
i C,W, = 1. 
T(Ov) 
所 以 工 = {c,} 是 一 个 校正 因子 组 . 我 们 称 这 个 工 为 典范 校正 因子 组 . 
rank X p(T), 由 公式 
p(xr) = lim(s — 1)" L(s, xr, K/F) (4.8) 
可 定义 一 个 数 p(Xxr) = P(Xz, K/F). 利用 典范 校正 因子 组 {cv}, 由 公式 
dTa = p(xr)* | | co (4.9) 


可 定义 adele È T(A) = T(A;s) 上 的 典范 测度 dTa. 测度 dT, BS w 的 选取 无 关 ， 
又 与 分 裂 域 K ER. 设 d(T(A)/T1(A)) 是 利用 Xp(Z 的 一 个 基 所 定义 的 测度 ， 
dT (F) 是 典范 离散 测度 , 它 在 每 个 点 上 的 测度 是 1, 则 使 得 下 式 能 够 成 立 


dT, = d(T(A)/T (A))d(T (A)/T(F))dT(F) 
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的 紧 群 TT(A)/T(F) 的 测度 (71 (A)/T(F) 是 T(A)/T(F) 的 唯一 极 大 紧 子 群 ), 称 
为 下 在 下 上 的 玉河 数 , 即 Tamagawa 数 (Tamagawa number) 7(T) = Tp(T). 
由 (4.2), 我 们 有 Tr(Gm) = 1, XE w = dz. | 
WE, l<icr, r = rr et Xr(T) 的 一 个 基 . 设 wy: T(A) 一 Rt 是 一 个 
映射 , 定义 为 


:2Z FeGZ) | 全 (Z))， 


这 里 的 | «| 是 idele 模 . 这 个 映射 诱导 了 同 构 多 : T(A)/Ti(A) S (RX). 记 (RX) 
上 的 典范 测度 为 dt, BD 


ty tn 


把 通过 多 从 dt EA T(A)/THA) 上 的 测度 记 为 dtr， 由 于 T (A)/T(F) 是 紧 
HJ, 数 T(T) 可 以 表示 成 比值: 


| (4.10) 


我 们 册 引 入 环 所 而 的 两 个 不 变量 并 叙述 Onol St 的 主 定理 . 
KE 是 任意 的 域 . 取 一 个 环 面 了 €e T(K/F)， 我 们 汤 言 第 一 个 上 同调 君 
H'(G(K/F),X(T)) 与 K 的 选取 无 关 . 为 了 证 明 这 一 点 , 只 需 证 明 对 满足 LD K 
的 两 个 Galois 分 裂 域 L,K, 有 Hi(G(L/F), X(T)) & Hi(G(K/F),X(T)). 在 
这 种 情形 下 , 有 以 下 正 合 列 (膨胀 - 限制 序列 ): 
0 — H! (G(K/F), X(T)°2/®) = HI(G(L/F), X(T)) 
=", HI(G(L/K), X(T)). 
由 于 G(L/K) ELEAF X(T) E, 立即 可 见 “inf” 导 出 了 所 需 的 同 构 . 所 以 
我 们 可 令 
h(T) = he(T) = [H'(G(K/F), X(T)). 


在 3.5 节 公式 (3.39) 我 们 考虑 了 单身 
a:Cr(T) —Ck(T)°, G=Gal(K/F), 


并 且 证 明了 
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ÆA RAI. 以 下 用 A(T (K)) id Ht (G(K/F),T(K)) 等 . 现在 我 们 要 验证 这 个 群 
与 分 裂 域 KK 的 选取 无 关 . 为 此 , 取 一 个 有 限 Galois RR L/F ELD K. 考 
谍 以 下 具有 正 合 行 的 交换 图 


0 一 - H'(G(K/F), T(L)°"/™) —» #'(G(L/F),T(L)) — H*(G(L/K),T(L)) — +- 


| 


0 — H’(G(K/F),T(Ar)°") — H*(G(L/F),T(Az)) 一 H*(G(L/K),T(Az)) 一 + 


这 里 我 们 有 了 (ZN = T(K), T(A,)oC/ = T(Ax). 此 外 , 根据 Hilbert 定 
理 90, 我 们 有 A (G(L/K),T(L)) = Hi(G(L/K),T(Ar)) = 0. 因此 可 得 同 构 


Ker(H'(T(K)) — H! (T(Ax))) & Ker(H'(T(L)) — H! (T(A1))), 
FFA ALAS 


i(T’) = ip(T) = [Coker a] = [Ker(H'(T(K)) — H'(T(Ax)))]. 


定理 4.1.1(Ono) 7(T)i(T) = h(T). 


注意 : 不 变量 7(T) 是 纯 算 术 的 , hT) 是 纯 代数 的 , 而 i( 工 ) WAPE. Ono 
的 这 个 定理 给 出 了 它们 的 联系 . 


4.2 图 了 于 性 质 


4.2.1 “具有 上 函 子 性 质 的 集合 Ð 


KF 是 代数 数 域 , F Æ F 的 代数 闭 包 ，Galois 群 G(F) = G(F/F) 连续 地 
作用 在 X(T) 上 (关于 G(F) 的 Krull 拓扑 以 及 X(T) 的 离散 拓扑 ). 

AT (FP) 记 定 义 在 f 上 的 环 面 的 范畴 , MF) WARR Z 自由 的 连续 
G(F) 模 的 范畴 . N) TF) (或 相应 地 , M(F)) Æ T(K/F) (或 相应 地 , M(K/F)) 
的 并 集 , 其 中 K 取 遍 所 有 的 有 限 Galois 子 扩 域 . 由 对 偶 性 可 知 映射 工 一 X(T) 
给 出 了 T(F) 与 人 MM(F) 的 对 偶 间 的 同 构 . REPT, $8 F/P 是 有 限 
可 分 的 . 与 Weil 映射 


Rr Rp 。 T(F) — T (Fo) 
对 应 的 是 诱导 映射 


Indf : M — Z|G( Fo) OZIG(F) M, Me M(F). 
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SAFER E PIRATE RRR ST 了 的 集合 记 为 ©, 对 于 每 个 代数 数 域 P, 映 
射 f 指定 一 个 定义 在 T(F) 上 的 正 值 函 数 fs, 它 具 有 以 下 性 质 : 

(81) 对 于 某 个 KK, TE T(K/F), 有 X(T) 是 G(K/F) 投射 时 有 f(T) = 
L, 

(82) fr(T x T') = fr(T)fe(T’), 

(3) Tr O RF/ Fo = fr. 

MET CME PF E, 则 对 f € ©, RUA f(T) BRE fr(T). WFR 
Me M(F) 以 及 SEO, 我 们 令 :ff(M) = f(T), HH M = X(T), T € T(F). 
根据 典范 对 偶 性 , 这 个 定义 是 有 意义 的 . 本 节 的 目的 是 证 明 7+( 工 ), A(T), i(T) 均 
属于 ®. 


4.2.2 “玉河 数 的 孙子 性 质 


rp(T) = 一 二 :一 上 (4.11) 
从 工 函数 的 定义 立即 可 得 


p(XT + xr, K/F) 一 p(xr, K/F)p(x1r,K/F). 


我 们 也 有 X(T xT) = X(T) + X(T’), Xg(T x T) = Xg(T) + Xk(T'). BS 
EARE war 是 这 样 的 测度 的 乘积 , 可 得 


YT x T', K(F)) = YT, K/F)(T", K/F) 


从 (4.11) BLABY] (82): 7T(T x T’) = 7(T)r(T’). 
记 Go = Gal(K/Fo), To = Rryw(T). EIZE 2.2 节 RAM X(T) = 
Inde° X(T). 这 意味 着 xn = Inde? yr. 现在 


可 从 
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以 及 出 现在 xn 及 xr 内 的 主 特征 标的 个 数 相同 (可 从 Frobenius 互 反 性 得 出 ) 
这 些 事实 得 到 . 等 式 (4.12) 也 蕴含 T 的 典范 校正 因子 To = {cu} 5 T HAF 
[二 {cy} 通过 关系 式 cv = [lon co 相互 联系 . 设 {0;} Æ F 8 Fo 的 同 构 . 定义 


Wo = No, (p w, 
其 中 p: To > T EmA 2.2.6 给 出 的 同 态 
按照 [401], Ch.1, 1.3 节 , 存在 典范 同 构 
To((Fo)v) S | | T(F.), (4.13) 
vivo 
To(Ao) = T(A), (4.14) 
(这 里 Au = Ap, A = Ap). 此 外 , (4.13) 以 及 极 大 紧 性 蕴含 
To(O(Fo) x, ) = | | T(Oz,). (4.15) 
v|vo 
从 (4.14) 可 得 
To (Ao) = T? (A), (4.16) 
由 命题 2.2.6 可 得 
Xp (To) = Xp(T). (4.17) 


我 们 也 知道 典范 同 构 (4.14) RF war 与 (wo)ao,ro 是 保 测度 的 (参见 [401], 
Ch.2, Th.2.3.2). 注意 到 (4.17) 也 蕴含 典范 同 构 


To(Ao)/To (Ao) ¥ T(A)/T (A) 
关于 相应 的 测度 dtr, dtr 是 保 测度 的 . 所 以 必须 有 
(Rrr (T), K/Fo) = (T, K/F). 
因此 
T Fo (Re r (T’)) — TF (T) 
(对 于 可 分 的 F/Fo). 这 就 是 (83). 

为 证 (61), 取 一 个 Te T(K/F) 使 得 T 是 G(K/F) 投射 的 令 G = 
G(K/F). FAP (相应 地 , F) 记 所 有 有 限 生 成 的 Z[G] 投射 (相应 地 , Z(G] 自由 ) 模 
的 集合 , 用 C(ZIG]) 记 投 射 类 群 (参见 [312] §6). 假设 M,M’ € PP 在 同一 个 投射 
R. 根据 定义 , FE F, F € FERM +F EM +F. SEF 对 应 的 环 面 是 某 
Œ RK/F(Gm) 的 乘积 . HF T(Rk/r(Gm)) = 1, 立即 可 得 7(M) = *(M’). 所 以 
T 古 一 个 类 函数 . 此 外 , 容易 看 出 , tr 给 出 了 从 CG) 到 正 实数 乘法 群 RX 内 的 


AS. HF C(Z[G]) 是 有 限 群 (参见 [365] Prop. 9.1), 因此 对 所 有 的 MeP 有 
tr(M) = 1, Bl r(T) = 1. 这 样 我 们 验证 了 7 Eð. 
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显然 hp(T) 满足 条 件 (01) 和 (82). (63) 则 可 从 “ 半 局 部 理论 ”得 到 . 

为 了 验证 i c, 首先 假设 了 e T(K/F) WR X(T) 是 G(K/F) 投射 
的 ， 则 T(K) = Hom(X(T), K”) #35 G(K/F) 投射 的 , 这 样 就 得 到 了 (61). 
(62) 是 显然 的 ， 最 后 选 K HBT € T(K/F) BE K/Fo & Galois 扩张 . > 
Go = Z[G(K/Fo)|, G = Z[G(K/F)]. 则 有 自然 同 构 : 


H*(G(K/Fo), RF) RF (T)(K)) 一 H*(G(K/F)), Hom (Ind;, (X(T), K*))) 
= H'(G(K/Fo), Hom(Go Bo X(T), K*)) 
(X(T), K*))) 


我 们 要 把 不 变量 7,h,i 扩展 到 环 面 的 正 合 序列 . 设 


0 —+ JT’ —+ T — T" —- 0 (4.18) 


是 定义 在 代数 数 域 上 的 环 面 的 正 合 列 , WA E. 对 于 映射 fE (1 4.2.1 7), 
我 们 定义 函数 f(E) 为 一 个 交错 积 : 
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延明 ”我们 必须 对 几乎 所 有 的 wv 证明 7”(T(O,)) = T’(O,). 这 可 从 以 下 论 
BITES: SARE v 关于 K/F RS, r: T(O,) 一 T"(O,) EWH. 这 
BW K ÆT, T, T” 在 下 上 的 公共 Galois 分 裂 域 . U wii K Ev EKT, HS 
G, = Gal(K,,/F,). 已 给 的 G, 模 序列 引出 了 一 个 正 合 列 : 


NZ Home, (X(T), U») =T(O,). 由 于 Ui 的 上 同调 是 平凡 的 , 从 Nakayama 
的 结 采 可 知 Hom(X(T"), UV) 也 是 具有 平凡 上 同调 (参见 第 一 章 1.1.4 节 ). 特别 ， 
H'(G,, Hom(X(T"),U.,)) = 0 WR a: T(O,) 一 T"(O,) 是 满 的 

现在 回 到 (4.18), 根据 定理 3.5.13, 有 以 下 两 个 有 限 性 性 质 : 

(A1) [T”’(A) : r(T(A))T" (F) 有 限 ， 

(A2) [rT(A) NT"(F) : xT (F)) 有 限 

wT, T', T" 是 T(K/F) 内 的 环 面 , G=G(K/F). 45 Xp(T), Xr(T’), 
Xp(T") 的 基 (&i)1<igr, (E)r /+1<ig<r， (Gf) )1<igrr， 使 得 &; = T(E), L\<icr”. 
则 有 
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/ P(t)dt = 1. 
RX 


4 b(t) = PO (t), b(t’) = P(t’), 以 及 b(t”) = P(t). 则 (4.19) 式 成 为 


由 于 on (T(A)) 在 T"(A) AF ( 引 理 4.3.1), dT’(A) 诱导 了 "7(T(A)) 上 的 一 个 
Haar 测度 , WA dr(Ta). 从 正 合 列 


0 — T’(A)/T'(F) — T(A)/T(F) — (T’(A)/T"(F)) — 0 (4.21) 


可 以 看 出 , dT, dT x, dr(Ta) 拓扑 上 彼此 匹配 . 

请 注意 (4.10) 里 出 现 的 符号 具有 以 下 性 质 : dr = dr + dr, xr 
xr + xr, P(xr) = PUXzr)p(Xzr)， 以 及 对 所 有 有 限 的 v 有 Zo(l,Xz) = 
L,(1, xr: )Lo(l, xr). 我 们 有 


[= [ b((«)) dT 
T(A)/T(F) 


J dr (Ta) b(q(ae(x’)))dT,. (4.22) 
m(T(A))/(T(F)) T’(A)/T’(F) 


由 于 我 们 选取 的 基 满 下 总 = (Ei), 1 <i sr”, 我 们 有 
pulg )) = (1, °° oler” eE ) - a DID 


= (1,.…， aliene 和 
所 以 若 令 | 
a(t’) 一 VCZ)L ny 二 Te”: oo )), 
就 有 
[ p(w(z1(2))) dT = [ (W'(w")) ATi 
T’(A)/T'(F) T'(A)/T'(F) 


- [ b(W (2) ) dT i ‘a(t dt. (4.23) 
T'(A)/T' (F) 


a(t’)dt’ = —— 2 4.24 
i (£) [Coker2 7) ) 


AATE -人 b” A/ r( 7 dr T 
ar I era ern OOT 


J T"(A)/T"(F) bY" (x) dT 


T(E) = [Coker t: Trana "aaa (Ta) 


根据 假设 (A1), (A2), 可 以 得 到 


b (Y (TtZ)))dr(TA) 


= [TAD NT"(F) : rT(F))] Mah! (al! n 
[TA): (TA))T (PF)| 人 b (Y (x ))dT 


Jaw, m(T(F)) 


以 及 
G |T" (A) : T(T(A))T” (F) 
"(TA 0 T”(F) : ATP) 


回想 起 jy: T”(F)/r(T(F)) > T"(A)/r(T(A)) UK q(u) = [Coker u] [Ker p]-?. 
我 们 最 终 得 到 


T(E) = [Coker *. 


(4.25) 


_ [Ker(H (Cx(T")) — H? (Cx (TD 


AE (4.26) 


q(u) 
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把 由 以 下 正 合 列 
0 —+ X(T”) — X(T) —+ X(T’) — 0, 
FARA ERA E, N: 
| HT) ++ H (C) — HP. 


则 有 
[Coker +F] = [Ker €]. 
另 一 方面 , 由 Nakayama 对 偶 性 , By 


Ker(H!(Cx(T')) — H! (Cg(T))) & Coker n. 


See (4.26), (4.28), (4.29), 注意 到 SE = Kern, 可 得 


t G _ 1 
[Coker “wlg(1) = 了 机 下 er £] [Coker n] 


o 1 [Ker €| [Coker n] 
i( E) [Coker €| [Ker n] 


[Coker £| [Ker n] 


1 q(n) él Ker 
= TB a(é) ——~ [Coker €]{Ker n] 


L A(T”) h(T') h(T) 
~ i(E) R(T) R(T) [SE 

_ h(E) 

i(E) 


Tz [Ker n] 


上 述 结 果 再 加 上 (4.25), 就 能 得 出 以 下 定理 . 
定理 4.3.2 ik 
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(4.27) 


(4.28) 


(4.29) 


(4.30) 
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4.3.4 “ 环 面 范畴 的 Grothendieck 和 群 


wT (K/F) 是 定义 在 代数 数 域 F E, 且 在 有 限 Galois 扩张 K/F 内 分 裂 的 
环 面 的 范畴 . 用 大 记 T(K/F) 的 Grothendieck 群 . K 是 用 生成 元 与 关系 式 描述 
的 . 生成 元 就 是 符号 {T}, KEW TH T(K/F) 中 的 每 个 环 面 . 对 于 每 个 正 合 列 


则 定理 4.3.2 意味 看 a 诱导 了 从 大 到 正 实数 乘法 群 有 Rx 内 的 一 个 同 态 . 我 们 仍 把 
这 个 同 态 记 为 a, 并 且 通 过 典范 对 偶 , 把 K 等 同 于 M(K/F) 的 Grothendieck 群 ， 
这 里 的 M(K/F) 是 有 限 生 成 乙 h Z[G(K/F)| 模 . 把 这 样 的 模 与 Q 作 张 量 积 
BFT AAO: K > K, 这 里 的 KQ 是 G(K/F) 的 Q 表示 的 Grothendieck 和 群 
根据 [366] Th.3.8, 9 的 核 是 有 限 的 . 由 于 Rx 是 无 扭 的 , 所 以 在 Ker 9 上 a 是 恒 同 
映射 . WRTA T 是 同 源 的 , UW Q@X(T) = Q@ X(T’) (参见 命题 2.3.3), 因此 
[T] — [T] € Ker, 从 而 a(T) = a(T’). 再 由 定理 2.3.5 以 及 性 质 (82), 我 们 得 到 


a(T)™ l a(Rr, /r(Gm))™ = lI Qa(Rp,/F(Gm))™. 


这 里 由 (81), (3), BANA a(Rr,/r(Gm)) = 1. 因此 a(T)" = 1, a(T)=1. 这 
ERAI TRUE AR T oe BE 4.1.1. 


Soe Langlands 的 环 面 定理 


对 于 整体 域 下 上 的 简约 群 G 的 一 个 不 可 约 容 许 自 守 表 示 7, [229] 建立 一 个 
L pha. 这 些 函 数 的 定义 用 到 了 Ga DR GIF 的 概念 , 也 需要 “G/F 的 一 个 有 
限 维 表示 r. RI n EF 的 位 上 的 张 量 积 T= @uru, 其 中 m, 是 GCF) 的 不 可 约 
容许 表示 . 经 限制 后 , 7 定义 了 “G/F 的 一 个 表示 ro. 这 样 , L 函数 就 是 局 部 因子 
的 Euler 积 [], L(s, Tu, ro). 人 们 希望 对 于 T, 能 典范 地 关联 F, 到 “G/F 内 的 修 
IE Weil 群 的 表示 p, (参见 : [50] Chap. III, [230] p.209). 然后 就 能 得 到 


L(s, Ty, Ty) = L(s,T, © py), 


这 里 的 右边 是 Weil 群 的 工 图 数 的 局 部 因子 . 

本 章 将 研究 上 述 问题 在 G 是 代数 环 面 时 的 情形 . 这 里 将 给 出 Langlands?28 
的 证 明 .. 本 章 可 以 说 是 了 解 Langlands 纲领 的 交换 情形 , 也 可 以 说 是 这 个 观点 的 
第 一 试点 . 对 了 解 一 般 情形 所 引起 的 问题 是 有 帮助 的 . 


5.1 Weil 群 与 工 和 群 


5.1.1 Weil 群 


E K 是 代数 数 域 (一 个 整体 域 ), Ck 是 KK WARRE. 如 未 KERR 
数 域 (一 个 局 部 域 ) 的 完备 化 , Ck Wie K KRAER. 

如 果 五 是 一 个 局 部 域 或 整体 域 , K/F 是 Galois #A Grr 的 Galois 扩张 ， 
yu) (相对 ) Weil 群 (Weil group) WK/F Fe GK/F 通过 Ck 的 一 个 扩张 


使 得 其 因子 集 的 类 是 基本 类 a € H?(Gk/p,Ck). 

假设 下 与 F 是 整体 或 局 部 域 , K Æ F i Galois 扩张 , K' 是 Fr 的 Galois 
PIK, y 是 天 到 K' 内 的 同 构 , CHE FRB) Py. WP AP’ 同 为 整体 或 局 部 
域 , 则 还 要 求 F 在 F 的 像 上 可 分 ; 如 果 F 是 整体 域 而 F 是 局 部 域 , 则 要 求 F 在 
F 的 像 的 闭 包 上 可 分 . 在 这 些 条 件 下 , 对 于 p 可 以 关联 一 个 同 态 


pw : Wp — Wer, 
从 而 对 离散 Gasp TRA, 可 以 关联 连续 上 同调 群 上 的 映射 
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hw F FE MI BSE VBI, T JERE ATE F AIA NAIT I H TEDA GK/F A Galois 


Hom( X(T), Z). 我 们 首先 对 T RKC 上 一 个 代数 球面 “T° 使 得 a X(T) - = 


有 典范 投影 7 : T > Grir 以 及 正 合 序列 
1 一 — T —> Gyr — 1. (5.3) 
5.1.3 JM Weil #3 L 群 的 同 态 等 价 类 
我 们 要 考虑 Gkjp 上 的 连续 同 态 yp : Weep >T, 使 得 下 图 可 交换 


Weir á LT 


GK/F 
对 于 两 个 连续 同 态 2 Fy’, 如 果 存 在 一 个 te TC) 使 得 p'(w) = tto(w)t, I 
称 它 们 同 构 . 我 们 把 这 样 的 同 态 的 等 价 类 集合 记 为 O(T). 
如 果 我 们 记 p(w) = (aw), j(w)), HF a(w) € T°, N w > a(w) 是 xz 
(通过 7 作用 在 “到 上 ) 到 “79 内 的 连续 1 上 闭 链 . 我 们 有 


t*-(t’xo)-t=t'-t'-’txo (t,t €T’). (5.4) 
HKE y’(w) = (a (w), j(w)), We Sy’ 等 价 当 且 仅 当 a 与 a 上 同调 . 所 以 
S(T) = He (Wek/r, TT). 
5.1.4 KRM MAS HA 


E F 是 一 个 局 部 域 , 如 果 元 素 [pl € P(T) 使 得 o 限制 在 惯性 群 上 为 平凡 ， 则 
称 [oy] 是 不 分 歧 的 . 我 们 把 B(T) 内 的 不 分 歧 元 (unramified element) 的 集合 记 
为 Bunr(T). 

如 朱 我 们 进一步 假设 K/F 不 分 歧 , 则 Ger 由 Frobenius 自 同 构 oo 生成 
个 分 下 的 p A p(1 x Oo) = t X do 完全 确定 ， 其 中 te tT? 被 “人 He BILE. A 
此 在 这 种 情形 里 有 


Bunr(T) = (“T° x o)/ Int T®, (5.5) 
其 中 Int “7" 表示 关于 7T? HPC. 
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WR F 是 一 个 局 部 域 , T(F) 是 局 部 紧 Abel 群 . 从 Schur 引 理 (参见 [9] 第 
四 章 81) 立即 可 得 : T(F) Æ Hilbert 空间 里 的 (拓扑 ) 不 可 约 表示 是 一 个 特征 标 ， 
即 连续 同 态 T(F) 一 C. 

在 2.2 “ 我 们 已 经 证 明 , TP) 作为 Grr 模 等 同 于 Homg,,,(X(T), K*). 
Fy — Fi, WR K 是 整体 域 , 则 从 正 合 列 


1 — K” — Jg — Cg — 1 
可 得 正 合 列 
] — T(F) 一 T (Ap) 一 Homg,,,,(X(T), Cx) 一 H (Gx;r, T(K)). 


因此 Cr (T) = T(An)/T(F) 可 被 看 作 Home, , (X(T), Cx) 的 子 群 ( 见 3.3 节 ) 
A SHH T(E) (F 局 部 域 ) 的 表示 或 T(As)/T(F) (F 整体 域 ) 的 表示 , 我 们 要 研 
宛 以 下 的 和 群 : 

I(T) = Hom(Homg,, ,, (X(T), Cx), C*). 


5.2.2 Langlands 的 环 面 定 理 


Langlandsl**3| 的 第 一 个 定理 是 
定理 5.2.1 存在 典范 同 构 


S(T) & I(T). (5.6) 


对 这 个 定理 稍微 改进 后 得 

定理 5.2.2 (1) $F ŽARA, I) H} (Wrkir, T?) Ri AF T(F) 的 
特征 标 群 . 
(2) Æ F LER, MAM H} (Wre, T?) 2) T(Ar)/T(F) 的 特征 标 群 上 
的 典范 同 态 , 其 核 为 有 限 ， 且 由 以 下 的 类 a 组 成 : 当 K' 是 KK 关于 某 个 赋值 的 完 
备 化 时 , 有 pla) =0, #F F&F EK 内 的 闭 包 , y: K/F 一 K'/F' RK 
N. 

我 们 将 在 5.3 节 给 出 此 定理 的 证 明 . 
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5.2.3 “不 分 蚊 的 同 态 等 价 类 与 特征 标 


首先 明确 一 下 本 小 节 使 用 的 符号 ; 下 是 定义 在 非 阿 局 部 域 屎 上 的 环 面 
BHV Gyr 为 Galois 群 的 不 分 歧 扩 张 K/F 上 分 裂 ， 以 oo 记 生成 Gkyp 的 


其 中 v(a) = 1 当 且 仅 当 a 生成 Ok 的 素 理想 Pk, KWA Grir 模 的 序列 分 裂 而 且 
导出 以 下 正 合 列 


0 — Home,.,,(X(T), Ux) — Homeg,,,,,(X(T), Cx) 
— Homg,,,,(X(T), Z) 一 一 0. 


我 们 立即 可 得 


5| 5.2.3 Homg,.,,(X(T), Cx) = T(F) 的 特征 标 如 果 在 Home, 
(X(T), Ux) = T(Or) LFA, WE Homg,,,.(X(T),Z) = X,(T)ox/? 的 
特征 标 , HARES Hom(X (T), Z) = X,(T) A. 


利用 上 述 记 号 , 我 们 叙述 定理 5.2.2(1) 的 推论 


推论 5.2.4 (1) I(T) 的 一 个 元 素 X 不 分 歧 当 且 仅 当 根据 定理 5.2.2(i) 与 它 
KEK AL (Wp, T°) 的 元 素 [月 是 以 下 的 提升 的 像 : 


H} (Z, "7°) 一 H.. (Wk/s, “T), 
此 提升 由 下 面 的 正 合 列 诱导 
0 — Uk — Wir — Z — 0, (5.8) 


其 中 满足 以 下 人 条件: uw) = 1 BS j(w) = ao， 
(2) 此 外 , By 平凡 地 扩张 为 X(T) 的 一 个 特征 标 , E ulw) = 1, 则 对 
à € “T°(C) $ 


f (wo)(A) = x(A). (5.9) 
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同 构 O(T) > I) 诱导 了 不 分 歧 元 素 集合 O,,(T) 5 Ia (T) 间 的 双 射 . 
首先 , 根据 引 理 5.2.3 有 


IT (T) = Hom(X,(T)°*/? , C*). (5.10) 


然后 设 TT 是 工 的 极 大 子 环 面 , CE F LOR. P X(T) 可 被 等 同 于 Gkr 
在 X(T) ANA ZAR X(T). X,(Ta) 在 六 .(T) = XX*(+T?) 内 的 包含 诱 
导 一 个 满 态 射 +7T? 4 (Ty), WA v. 

映射 A : te t. ot EÈ T 的 目 同 态 , EE 1 的 微分 dA 是 (doo 一 id). 设 


U = (Ker A)”, V = Im A. 


则 U 的 每 个 扣 都 在 oo 下 保持 不 变 , U (相应 地 , V) 的 李 代 数 是 d4 的 核 (相应 地 ， 
RR). 由 于 dA 是 半 单 的 , 它们 互相 横 截 , 所 以 


LT? =U. V, HUNV AR. 


此 外 ， 
V = Ker», v(U) = “(Ty)”. 


iv’: ET? x09 一 了 (Ty)? EXA v(t x 09) = v(t) (t € T°). Wt a € ET., 
s ‘(txo0)=s -t-s X oo =s- s.t X Oo. 
所 以 诱导 映射 
T : (ET x gp) /Int T° — Hom(X,(T)&x/? ,Cx). (5.11) 


显然 本 了 是 满 的 . 设 t,t E T°, Rw v (txo) =v (t xo). 则 我 们 有 v(t) = vv), 
因此 tt e YY， 如 果 我 们 记 Ut = sl. os 对 某 个 s e tT, WRUNG 
t X09 = s(t X oo)s. 所 以 5 是 双 射 再 考虑 到 (5.10), (5.5), 我 们 得 到 从 
Bunr(T 了 ) 到 Iun (T) EB ye Fal FY. 


5.2.4 工 群 的 有 理 表 示 的 局 部 工 AR 


我 们 保持 5.2.3 节 的 记号 . 设 w 是 素 理 想 Pk 的 生成 元 . 

假设 x € Ianr(T). WW x 可 被 看 成 Home ur(X(T),Z) 的 一 个 特征 标 . RA] 
把 这 个 特征 标 平 凡 地 扩张 为 头 .(T) 的 一 个 特征 标 , 这 样 就 定义 了 teE “T°(C) = 
Hom(X,(T), C*). 


L(s,r op) = — Tro plus) a) (5.13) 
从 定理 5.2.2(i) 的 推论 的 (ii) 立即 可 得 
L(s,x,r) = L(s,r o 9) (5.14) 
5.3 ”定理 5.2.2 的 证 明 
证 明 分 成 3 步 . 首先 证 明 有 一 个 G 同 构 
Hy (Cx, X.(T))°*/" -> Homey, (X(T), Cx). (5.15) 
第 二 步 证 明 从 Wr yp 转换 到 Ck 导致 一 个 同 构 
Res : Hi (Wer, X(T)) > Hi (Cx, X(T) CE, (5.16) 
最 后 证 明 与 赋值 映射 (t, 入) > A(t) (t € 2T, A € X,(T)) 相关 联 的 配对 
Hi (Wx;r,”T?) x 再 (KR 大 (IT)) — CY 
导出 一 个 同 构 
H..(Wx/r, T°) 一 Hom(Hi(Wek/r, X(T)), C*). (5.17) 


为 简化 本 小 节 使 用 的 符号 , 我 们 将 用 CO, WG 作为 Ck， Wr, Grr 的 简写 . 
因此 我 们 有 正 合 列 


001 . 


H°(C, X(T)) x Hy(C, X,(T)) — H, (C, Z), 


它 与 G 在 这 3 个 群 上 的 作用 相交 换 . 由 于 H°(C, X(T)) 以 及 Hi(C,Z) 作为 G 模 
分 别 同 构 于 X(T) 与 C. 我 们 有 G 同 构 


H,(C, X.(T)) — Hom(X(T),C), (5.18) 
根据 命题 1.3.7, 此 同 构 把 取 值 在 X.(T) 内 的 1 闭 链 的 类 y 映 到 以 下 同 态 的 类 


A — || cov (5.19) 


cEC 
A X(T) 是 菜 些 个 Z 的 且 和 , 这 个 映射 是 同 构 . 这 样 就 证 得 (5.15). 


5.3.2 ”证 明 的 第 二 步 
由 定义 


Hy (C, X,(T))°/Ne(Hi(C, X.(T))) = H°(G, Hi (C, X,(T))). 
利用 同 构 (5.18), 我 们 得 到 一 个 正 合 列 


0 — No(Ai(C, X.(T))) > H (C, X,(T))° — H°(G, Hom(X(T),C)) 一 0 
(5.20) 
由 第 一 章 1.3.3 市 , 我 们 有 正 合 列 


0 — Z — H,(C,X,(T)) — H, (W, X.(T)) — Hi(G, X,(T)) — 0, 
(5.21) 
ih Z Æ Ne : Hi(C,X,(T)) > Hi(C,X, (T) 的 核 
有 一 个 明显 的 同 构 


X,(T) ® C > Hom(X(T),C), (5.22) 
它 把 入 @c RAMA Ab CO), 相关 于 这 个 配对 , 我 们 有 上 积 


Hi(G, X,(T)) x H?(G,C) — H°(G, Hom(X(T),C)). 
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根据 Tate-Nakayama 定理 , 与 基本 类 a e 五 2(G, C) 的 上 积 给 出 一 个 同 构 

E : H,(G, X,(T)) > B(G, Hom(X(T),C)). (5.23) 
按照 命题 1.3.7, 这 个 映射 把 G 在 X.(T) 内 的 一 个 1 AE z 映 到 同 态 的 类 


— [| ciro) (5.24) 


0 > ZH, (C, X.(T)) — H: (W, X.(T)) 


Hı (G, Xx (T))— 0 


Ne(Ai(C, X.(T))) —> Hı (C, X,(T))° ——> H°(G, Hom( X(T), C))—> 0 


| 


0 0 


一 章 命 题 1.2.3, 左边 的 方块 是 交换 的 . 

从 W EXT) 内 的 1 MH ec: wr rlw) SF, 对 于 TE€ G,wEeW, 存在 
C 的 唯一 元 素 cr(W) 以 及 唯一 的 ogo € G, 使 得 ww = c (ww. Wi x 在 限制 映射 
下 的 像 是 1 闭 链 的 类 


(5.26) 
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At [I COT? (7)? (5.27) 


但 z 是 zz 在 以 下 同 态 下 的 像 
Hi(W, X,(T)) — H(G, X,(T)), 


而 且 由 (5.24), E(z) 是 (5.27) 的 类 所 以 我 们 已 经 证 明 (5.25) 的 右边 方块 是 交换 
的 . \ 

把 蛇 引 理应 用 于 交换 图 (5.25) 立即 可 得 (5.16) 是 一 个 同 构 . 

5.3.3 ”证 阴 的 第 三 步 


由 (5.15) 和 (5.16) 可 得 H (W, X.(T)) 同 构 于 Homa( 头 (了), CO). 这 个 同 构 
可 以 用 来 把 Ay (W, X,.(T)) 转换 成 拓扑 群 . 
因为 Cx 是 单 射 , 根据 第 一 章 命题 1.3.8, 我 们 得 到 同 构 


® : H'(W,”°T°) — Hom(Hi(W,X,(T)),C*). 


为 证 (5.17), 我 们 只 需 验 证 D 连续 当 且 仅 当 f 是 连续 上 闭 链 . 
f U 是 由 C 中 范 数 为 1 的 元 素 构 成 , 我 们 有 正 合 列 


1 — U — C — M — 1 

M ZR, G 平凡 地 作用 其 上 . 此 序列 作为 Abe 群 的 序列 是 分 裂 的 , H 
0 — Hom(X(T),U) > Hom(X(T),C) + Hom(X(T), M) — 0 

ES. 存在 一 个 明显 的 映射 


Na(Hom(X(T),C))NHom(X(T),U)/Na(Hom(X(T),U)) 
— H~*(G,Hom(X(T), M))/uH~* (G, Hom(X(T), C)). 


如 果 z = Nex 属于 Hom(X(T),U), y 是 zx Æ Hom(X(T),M) AN KR, W 
Ney = 0. 我 们 把 z KEJ y 在 右边 群 内 的 像 . 此 像 与 ER, HE r RE 
Hom(X(T),U) AN, 它 是 0. 如 果 像 是 0, 我们 可 以 选 z 使 得 ! = 》 ,0o-1v, 一 vo. 
如 果 Hom(X(T),C) 内 的 wo RE vo, We’ = xz 一 Yoo tu, 一 Uo BE 
Hom(X(T),U) A, H Nez’ = Nex. ARPES. 由 于 右边 的 群 是 
有 限 的 , 所 以 是 左边 的 群 . 由 于 Hom(X(T),U) 是 紧 的 , Ne(Hom(X(T),U)) 


364 . 第 三 篇 ” 环 面 的 算术 


以 及 Ng(Hom(X(T),C)) O Hom(X(T),U) 在 Hom(X(T),U) A. 由 于 


Home(X(T),U) @ Home(X(T),C) 的 开 子 群 , 除非 K 是 阿 基 米 德 的 或 是 整 
体 域 , 而 且 


Ng(Hom( X(T), C))NHomg( X(T), U) = Ne(Hom(X (T), COC))NHom(X(T),U) 


生财 的 , Ne(Hom(X(T),C)) 是 在 Homge(X(T),C) AM. 由 于 它 是 有 限 指数 的 ， 
ether. 在 阿 基 米 德 的 情形 (或 整体 域 的 情形 , 例如 取 Rt 一 Jo 一 Jg 的 
B), 以 下 序列 

0 — U — C — M — 0 


作为 G 模 序 列 是 分 裂 的 , H 
Homg( X(T), C) 一 一 一 Homg( X(T), U) X Homg( X(T), M). 


此 外 ， 
Neg(Hom( X(T), M)) = Home(X(T), M), 


所 以 在 这 个 情形 Ne(Hom(X(T),C)) € Homg(X(T),C) A. 

Ræ: Homg(X(T),C) 的 一 个 同 态 p, 或 同样 地 ,Hi (C, X. (TE 到 Cx 
内 的 同 态 是 连续 的 当 且 仪 当 po Na 是 连续 的 . 当然 , HHW, T?) 的 元 素 是 连续 
的 当 且 仪 当 它 在 C 的 限制 是 连续 的 . 由 于 在 下 图 中 


H! (W, T°) -> Hom(H,(W, X,(T)),C) 


| 


H’(C,°T°) —+ Hom(H;(C, X,(T)), C) 


石 边 的 紧 直 箭头 是 相伴 于 余 限 制 的 , 为 使 此 图 交换 ,只 需 验证 HC, T?) 内 的 
[f] 连续 当 且 仅 当 Hom(BEi(C,X(T))Cx) 或 Hom(X,(T) 9 C,C*) 是 连续 的 . 
由 于 这 个 同 态 把 入 @ a BRE (A, f(a)), 这 是 显然 的 . 

我 们 沿用 5.3 节 的 符号 . 

定理 5.2.2 的 (1) 就 是 定理 5.2.1 的 局 部 情形 . 

然后 我 们 考虑 推论 . 根据 u 的 定义 , 我 们 知道 uw) = 工 当 且 仅 当 忆 在 C 内 
的 转换 生成 素 理想 Pr. 由 于 范 数 映射 


Ng : Hom(X(T), Ux) — Homg(X(T), Ux) 
是 满 的 (第 三 章 命 古 3.2.6), 我 们 看 到 , 在 同 构 


Hi(W, X,(T)) —> Home(X (T),C) 
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F, H!(Ux, XX,(T)) 在 Ai(W, X.(T)) 内 的 像 对 应 于 Homa( 关 (了 T), Ux). 于 是 与 
H} (W, T?) 的 元 素 相关 联 的 特征 标 是 不 分 歧 的 当 且 仪 当 此 元 素 是 下 面 的 提升 
的 像 

Ho,(Z, IT ) — Ha(W,*T°). (5.28) 


ZE T? 上 的 作用 是 由 WW 的 作用 确定 的 . 这 就 证 明了 推论 的 (1). 
WE A FE XT) 的 不 变 元 , w € W, MFE wE X, (T) 内 的 1 闭 链 x, 使 得 
x(w) = 入, E% u +w ĦA zlu) = 0. x HA Hom(X(T),C) 内 的 像 是 同 态 


— 11 cr (w) eA. (5.29) 


ER [], crw RÆ w 到 C 内 的 转换 . 回忆 起 正 合 列 


0 — Uk — C — Z — 0, 


其 中 v(x) = 1 4AM4 c 生成 素 理想 Py. 考虑 到 对 p 有 类 似 的 性 质 , 当 我 们 把 
也 作用 于 同 态 (5.29) 时 , 就 能 得 到 Hom(X(7Z),2) AWA 


Ar (A, p(w)d). (5.30) 


BY 是 不 分 歧 的 , 则 与 x 关联 的 , WHEAT 内 取 值 的 1 上 闭 链 f eR 
升 映 射 (5.28) 的 像 , 所 以 对 应 于 f 的 同 态 (5.30) 由 一 个 入 E XTE 及 一 个 使 
p(w) =1 w e W 给 出 . 此 外 ， 


f(w)(A) = x(A). 


我 们 最 后 证 明定 理 5.2.2 的 第 二 部 分 . 图 


T(Ax) ——~ Hom(X(T),C) 0 


T(AF) —> Homg( X(T’), C) 


是 交换 的 而 且 上 面 的 行 是 正 合 的 . At T(Ar)/T(F) 包含 Ne(Hom(X(T),C)), 
0 He Homg(X(T),C) 里 的 指数 有 限 的 闭 子 群 . 

WR K 是 KK 关于 某 个 赋值 的 完备 化 ; F EP EK’ ARAE, 则 存在 映射 
T(F’) 一 T(Ar), 从 而 得 映射 T(F’) > Home(X(T), Cg). Homg(X(T), Cr) 
的 特征 标 在 了 了 (Arp)/T(F) 上 平凡 当 且 仅 当 对 所 有 可 能 的 K, CE TF) 上 的 像 
te ALH: 


T(F’) =homg(X(T),Cx),  @ = Gal(K’/F’), 
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He E= KAF, BARI Cr 一 Ck 给 出 了 映射 
Homg( X(T), CK) — Homga(x/z)(X (T), Cx). 


ti Gal(K/F) 是 不 交 并 Uj. 0: Gal(K/E), 把 它 与 从 amauta (X(T), Cx) 
到 Homeayx/r)(X(T),Cx) 内 的 映射 Wo; 复合 可 得 从 TE) 到 


它们 互相 伴随 . 我 们 只 需 验 证 下 图 可 交换 ; 
Hi(We'/r', X,(T)) — My (Wr, X,(T)) 
Homea: (X(T), Cx) — Homg(X(T), Cr) 


Bo! Æ Weep ERE X(T) 内 的 1 闭 链 , 设 z 是 Weep £1 闭 链 , 它 把 
w PRE! py oy 2 (w). 限制 于 Cg 把 z 的 类 映 到 wy 的 类 , 其 中 


ye)= X wr (w). 


Cr (w! )=c! 


限制 于 Ck 把 z 的 类 映 到 y HR, 其 中 
y(c) = > w,r(w). 


c,+(w)=c 
y 的 类 对 应 于 同 态 
Yes Il Il cp (w) Owe (wy) 
而 y 的 类 对 应 于 同 态 
Ar 一 co) 
内 积 只 需 取 在 Wrap E. 


如 未 a 一 oi7, TE Gal(K/E), 我 们 取 w, = We, Wr. WE w 属于 Wee, W 
A 
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MRT PE Gal(K/E). 因此 与 yy 对 应 的 同 态 把 入 映 到 
S olola 1A))， 
2 一 二 


如 果 yp EM X(T) 到 Cx 内 的 同 态 


— [| I cr(w) ere), 


r€Gal(K/E) wEWk/sE 


pw EN, RINT AAC Wey SAT Wee WTE. 我 们 也 可 把 
Gal(K/E) 等 同 于 Gal(K’/F"). Br’ or, RNR wr e w, Ew ew, 


Cr! (w) c,(w), 


HEH HJER H AE AK 


JII erweer, 


使 得 y 是 对 应 于 y 的 同 态 . 因此 图 可 交换 , 定理 5.2.2 得 证 . 


5.4 Taniyama FEI aie 


人 们 希望 Shimura #& (特别 是 与 motive 关联 ) 的 Hasse-Weil ¢ 函数 能 够 “ 表 
示 ” 成 与 目 守 表示 关联 的 工 函数 的 乘积 , MEAS ‘Weil 群 的 表示 关联 的 工 
PRA A FEAR. 这 种 对 5 函数 的 研究 提出 了 关于 Shimura se GEA a. 在 形成 
这 个 问题 的 过 程 中 , Langlands] 引入 了 Taniyama 和 群 的 概念 . 这 个 问题 已 被 
Borovoi-Kazhdan-Milne-K. Y. Shih 解决 (W, [253]). 


5.4.1 Serre 和 群 


我 们 自 先 定义 Serre $ S. 

设 Q 是 QQ 在 C 内 的 代数 闭 包 , He € Gal(Q/Q) 是 复数 共 斩 . Serre 群 S 
是 定义 在 Q 上 的 环 面 . 只 需 构 造 S 的 有 理 特征 标的 模 X(S). 我 们 从 Gal(Q/Q) 
上 上 的 局 部 第 数 整 值 函 数 的 模 AM EF, 这 里 的 Galois 群 通过 右 平 移 作 用 其 上 . 我 
们 令 


KGS)={AsMIc-DC+DA=(C+Dc-DA=o0vcesGalG/Q)} 
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5.4.2 Taniyama 群 


Taniyama # T 被 定义 为 Serre # S 通过 Gal(Q/Q) 在 Q 上 的 代数 群 扩 
ck. TRIES 


1 — S — T — Gal(Q/Q) — 1 (5.31) 


这 个 扩张 在 Q 上 不 分 裂 , 但 它 在 每 个 ! HM Q, 上 可 有 典范 分 裂 Gal(Q/Q) 一 
T (Qi), 这 可 被 用 来 给 出 Gal(Q/Q) 一 T(Ay). 
BA IAMS BREA S 打交道 , 而 是 选取 Q 的 一 个 有 限 Galois 扩张 元 . KS’ 是 
S 的 商 群 , 它 的 有 理 特征 标的 格 由 X(S) 内 所 有 在 Gal(Q/L) 下 不 变 的 函数 构成 
He XT 5K 
1 — S* — T+ — Gal(L?”/Q) — 1 (5.32) 


以 后 再 提升 到 Gal(Q/Q), 然后 取 极 限 . 

为 了 弄 消 该 如 何 构造 , 我 们 先 假设 扩张 已 被 定义 , 而且 存在 TZ 一 
Gal(L*°/Q) 的 截面 7 一 a(7) 其 中 a(7) € TE(L®). E Ti, T2 E€ Gal(Q/Q), # 
在 元 素 drn n E S*(L), 使 得 


A(T, )a(T2) = dr, ,a(T172). (5.33) 


TY ARII HT Gal(L2>/Q) 在 SE 上 的 代数 作用 , 我 们 记 为 Td R Trd), 其 中 
d € S”(L), rT € Gal(L?"/Q), E 


Tq = a(T)da(7T) i. 
Wd, 7 WEL TIFE 
"dos radam rd dr = 1. (5.34) 


注意 Galois 群 的 元 素 起 着 两 种 不 同 的 角色 . 首先 , 它们 是 T 的 商 群 的 元 素 ; 其 
次 , 它们 是 DMEM, AEAF TEL») E, AAT? 定义 在 Q 上 . 在 第 
一 种 角色 里 它们 被 记 为 T, 必要 时 会 加 一 个 下 标 , 在 第 二 种 角色 里 记 为 p 或 o. 当 
Gal(L*°/Q) 以 第 二 种 角色 作用 时 , 我 们 有 


pla(7)) = cp(7T)a(7), 
其 中 c (7) E SHL). 当然 有 


Cpo (a(T)) = p(Co(T))e,(7). (5.35) 
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对 (5.33) 陈 的 两 边 用 p 作用 , 可 以 得 到 把 Galois 群 的 两 种 角色 联系 起 来 的 等 式 


dr ,mco(Ti) (€p(T2)) = 0(dr, ,ra )Cp(T1T2). (5.36) 


然后 我 们 考虑 分 裂 性 需要 什么 条 件 . 分 裂 的 Gal(L*/Q) > TA) 具有 形式 
T | b(7 )a(r), 其 中 b(T) € S (AL f). 为 了 使 它 分 列 ， 必须 有 


b(T17T2)a(T17T2) = b(7,)a(7, )b( 72 )a(T2). 


由 此 我 们 得 到 
b(71)" (b(72))d-, r = b(T172). (5.37) 


如 果 要 使 b(7)a(7) WETA) A, 必须 要 


b(7T)a(7T) = p(b(T)a(T)), 


所 以 
plb(T))cp(7) = b(7). (5.38) 


如 果 我 们 有 {c,(7)} 5 {dn m}, 以 及 Gal(Q/Q) 作用 在 ST : (7,d) => Td 使 
得 (5.34), (5.35) 与 (5.36) 被 满足 , 我 们 可 以 构造 Q E TE, 以 及 截面 a. 满足 
(5.37) 与 (5.38) 的 任意 一 组 {6(7)} HM Q 上 的 一 个 分 裂 . 

我 们 的 任务 是 构造 {b(7)}, {c(7)} 与 {dnn}. BSL, {b(7)} 先 被 构造 ， 
{d,, 一 {c(7)} 将 分 别 由 (5.37), (5.38) 定义 . 然后 等 式 (5.34), (5.35) 与 (5.36) 
将 能 很 快 得 出 . 


5.4.3 HSE 


回想 起 X(S) 是 Gal(Q/Q) 上 函数 的 模 , A X(S) 的 Galois 模 结构 给 出 了 
SEA Q 上 的 和 群 的 结构 , 它 是 用 右 平移 定义 的 . (前 面 提 到 的 Galois 的 第 二 种 角 
色 ). 我 们 仍然 可 以 自由 地 使 用 左 平移 以 定义 Gal(Q/Q) E S 上 的 代数 作用 , 而 且 
正 合 列 (5.31) 的 因子 集 将 是 Gal(Q/Q) 取 值 在 S 内 的 1 上 闭 链 , 它 被 看 作 关 于 这 
个 代数 作用 的 Gal(Q/Q) 模 (前 面 提 到 的 Galois 的 第 一 种 角色 ). 因此 在 余 权 的 格 
X,(S) = Hom(X(S),Z) 上 , 我 们 也 有 Galois 群 的 两 个 作用 . 用 右 平 移 定 义 的 作 
用 记 为 v = ov, 而 用 左 平移 定义 的 作用 记 为 vi vr, Xv eTo. 

用 R 表示 和 群 Rescjp GL(1). Æ C 上 有 典范 同 构 GL(1) x GL(1) S R, 并 
HR 的 有 理 特征 标的 格 典 范 同 构 于 Ze@Z AAh: R > SHBFAA 
X(S) > X(R), 它 把 入 映 为 (和 (1), 和 (4)), HEXER Ł. 把 hh 限制 在 第 一 个 因 
FAS 的 一 个 余 权 u, 即 典 范 余 权 . 如 果 入 EX(S), WO, pw) = 入 (1). 
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由 于 SY 是 5 的 商 , u 也 定义 了 57 的 一 个 余 权 , 为 方便 起 见 , 仍 记 为 u. 如 
RV 是 SY 的 任意 一 个 余 权 , z 是 工 或 As 的 一 个 可 逆 元 , 则 zz 将 是 ST(L) 或 
S-A) 的 一 个 元 素 , 且 对 所 有 的 A E X(SZ) 满足 A(z”) = 2”), 我 们 也 有 以 下 
FA: 


(4) a(z“) = a(x)”, 

(5) r(x") =a #, 
其 中 Ta € Gal(L™®/Q). 知道 这 些 公 式 是 如 何 导出 的 也 许 是 有 益 的 .首先 我 们 
看 一 下 Gal(L*?/Q) 是 如 何 作 用 以 使 X(S2) MA Galois 模 的 . 对 于 入 E X(S*), 
v E€ X,(S”), o € Gal(L/Q), 我 们 有 


(cr)(w) =A(wo), we Gal(Q/Q), 
(ov)(A) =v(o™A), 
HË r Æ LA (L) 的 可 道 元 , 则 
(ov)(x) = o(v(o (7))). 
从 最 后 一 个 等 式 即 可 得 到 (iv). 至 于 (i), 我 们 有 
(A, ou) = (oN)=u(0 N= (0 *A)(1) = A(o™). 

然后 我 们 观察 Gal(L®?/Q) E X(S”) 上 的 “代数 ”作用 . 我 们 有 

和 Xu)=AT ww), weGalQ/Q)， 


(A) =v(" A), 
以 及 
(A, TH) = CHA) = u(r N= ND = X07). 
这 就 证 明了 (ii). 等 式 (i) 与 (ii) 合 起 来 就 可 得 到 (iii). 类 似 地 我 们 有 
(™ A, u) = A(T). 
# r E LBAL) 的 可 道 元 , 则 


Na’) = 2") = gH) 一 A(T(7x*)). 


由 此 即 得 (v). 
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5.4.4 Weil 群 内 的 陪 集 代表 元 


取 @Q 在 C 内 的 代数 闭 包 @@. Hy 是 @ 的 一 个 赋值 , 因此 也 是 Q 的 赋值 , 且 设 

Q, 以 及 可 ,是 Q 及 可 关于 wv 的 完备 化 . 车 所 是 Q 在 可 内 的 有 限 Galois 扩张 
MAUFRA: 

FY <> Cfp, (5.39) 


Gal(F,/Q,) > Gal(F/Q). (5.40) 
局 部 与 整体 Weil 群 Wr, o, 与 Wro 分 别 被 定义 为 以 下 扩张 : 


1 —> F; — Wr./@, — Gal(F./Qv) — 1 


与 
] — CF 一 一 WE — Gal(F/Q) — l. 


我 们 可 以 把 (5.39) 与 (5.40) KA FARE 


| | 


1 一 C F m WE e Gal( F/Q) —— | 


此 外 我 们 可 以 适当 选择 中 间 的 箭头 , 使 得 它们 与 域 扩张 相 容 , 并 且 在 取 极限 时 导出 
I: Woe, > Wo. Wo, 在 Wo 内 的 像 将 被 固定 , 而 Ir 则 被 改变 为 ww gIp(w)e t, 
Ho x E Cr, zo(7)“E€ FX (对 所 有 的 ce Gal(F,/Q,)). 

现在 设 v 是 由 Q CC 给 出 的 赋值 , 则 Q, BER, Q, 将 是 C， 自 然 映射 
FX > Cp we TRA, 我 们 有 时 可 把 Foo 看 成 Cr 的 子 群 . 

对 于 Cr 在 Wire 内 的 陪 集 , 我 们 选择 一 个 代表 元 集 wo, o € Gal(L/Q), 使 
得 下 列 条 件 被 满足 : 


(C3) 4 p € Gal(L/Q), Ho € Gal(L,/Q.), W wwo = aovwoc， 其 中 
Qoo E LŽ. | 

为 了 叙述 最 后 一 个 条 件 , 对 于 陪 集 Gal(L/Q)/ Gal(L,/Q,), 我 们 可 以 选 代 表 
元 7 的 一 个 族 站 HO o € Gal(L,/Q,), 令 Wn = WwW， 我 们 假设 于 包含 1. Al 
用 这 个 选择 , 我 们 也 有 

(C4) 4 {apo} EH WWo = ap,owpo 定义 的 上 闭 链 , Wn Ef UR oe 
Gal(L,/Q.), 有 ano = 1. 
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5.4.5 “po(7) 的 定义 及 性 质 


对 于 WE W/o; id WoW = Co(w)We, Co (w) E CL. 如 果 我 们 取 一 个 元 素 
r E€ Gal(Q/Q), 提升 到 Wo, 然后 投影 到 Wo, 则 能 得 到 Wo 的 一 个 元 素 wlr), 
它 在 模 去 连通 分 文 , 特别 是 模 去 LX 的 条 件 下 , 是 唯一 确定 的 . 如 果 = wlr), 我 
们 令 

bo(T) = [| Co(w)**. 
o€Gal(L/Q) 

WR EEE Cr @ X,(S*) A, WA w 的 定义 不 确定 , 它 的 定义 也 不 确定 . 但 是 我 
们 能 证 明 , 如 果 取 模 LX @ X,(S*) Hid, 它 是 有 合适 定义 的 , 不 仅 如 此 , 而 且 在 域 
L 的 扩张 下 有 很 好 的 行为 . 

w 的 不 确定 性 在 目前 并 无 大 碍 , 因为 我 们 仅 可 以 自由 地 把 w 替换 成 uw, 其 
中 u = lim, Up, un 在 LXU 的 像 里 , U 是 二 的 单位 群 的 子 群 ， 由 强 同 余 关系 所 
EX. 我 们 可 以 记 w = w(7) = cw, HEA cE Cr. 显然 有 wow = colw)Wsr, 
其 中 co(r) = “caor. 对 于 wu E€ LXU C Cr, A uw = (uc)w, 以 及 wu(uww) = 
co (ww)wor, 其 中 


所 以 


ER LX 8 X. (S) FARF II, co (w)?”. 
假定 代表 元 Wo 被 蔡 换 成 cjwo, 并 且 a, 被 替换 成 


dg = ep(res)aope 


—1 
po ` 


MR o € Gal(L,/Q,), We, E LX H plec) E LX. HF apo Ma’ 必须 同 在 LX 
A, So € Gal(L,/Q,) 时 , 我 们 推断 e, = e,, (mod LX). wah, co(w) 被 替换 
成 co (W) = €€5;Co(w), bolT) BATH AK 
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其 因子 可 被 写成 
I] erll-r u = I] I] ene(i-r 六 (mod LŽ). 
O nef o€Gal(L,/Q,z) 
由 于 


》  o(l-7)w= (1+0)(1—77")p =0, 
o€Gal(Ly /Qv) 
这 一 改变 对 bo(7) RABI. 由 于 这 个 理由 , 我 们 用 同一 个 符号 表示 T € 
Gal(Q/Q) 在 Gal(L/Q) 内 的 像 . 以 后 我 们 仍然 如 此 . 
如 果 我 们 改变 I， 则 w KHER rwr, He e Cr 并 且 对 所 有 的 
o € Gal(L,/Q), A xo(x)7* € LX. 则 co(zwz 一 ) = o(x)or(xz~")e,(w), H 


I] a(x) “"ar(x)™ = pi g(x) 0 De, 


由 于 当 c € Gal(L,/Q,) 时 clz) =x (mod LX), 与 前 相同 的 论证 可 得 bo(7) 不 
改变 . 

Baie LCL’. WoT) € Cr @ X.(S” ) 5 blr) E€ Cr @X (SC) 都 
有 定义 , 我 们 需要 验证 在 从 第 一 个 群 到 第 二 个 群 的 典范 映射 下 ，b4(7) 被 映 到 
bo(T). WL, = R 3 L, = C 这 两 种 情形 必须 分 别 讨论 . 首先 假设 L, = C, 此 时 
Gal(L'/L) N Gal(L/,/Q,) = {1}. 由 于 bo(7) 和 bs(7) 都 与 陪 集 代表 元 的 选取 无 
K, 我 们 可 以 选取 对 验证 go(7) 是 b0(7) 的 像 最 有 利 的 代表 元 . Re 是 包含 1 的 
陪 集 Gal(L'/L)\ Gal(L'/Q)/ Gal(L),/Q.) 的 代表 元 集 . Gal(L'/Q) 的 每 个 元 素 o 
可 被 唯一 地 写成 乘积 o = Cnp, C E€ Gal(L’/L), n €e, p € Gal(L'/Q,). 我 们 可 
假设 ws = www, 其 中 wi = 1 以 及 ws E Wr jo 设 w 是 相对 于 的 w(7)， 
w ENTF LA wir). MERIT m: Wr 19 7 Wr F, TR w BARB w 
40 E€ Gal(L/Q), CREAAB I no 的 Gal(L'/Q) 的 唯一 元 素 . 我 们 假定 wo 
E Ww, 的 像 . WE 


其 中 dy p(w’) E Wrst, 那么 co(w) = m(d,,,(w’)). 男 一 方面 , WR al = (np & 
在 Gal(L’'/Q) A, 则 


Wen, p(W') = Co, (w Jwg. 


“374. 第 三 篇 ” 环 面 的 算术 


WR Ly = R, W X(S+) = Z, H Galois 群 平凡 地 作用 . 加 入 我 们 把 w, 换 成 
€oWo, Eo E CL. Wij Co(w) ABE PR AN, a el. 由 于 


EX bo(7) 没有 影响 , 且 在 定义 bo(7) 时 , 不 需 假 设 族 {wo} 服从 约束 条 件 (C1), 
(C2), (C3). 如 采 我 们 要 定义 的 (7), 在 选取 陪 集 代表 元 wl, o € Gal(L’/Q) 时 仍 
再 非 节 小心 . 不 过 由 于 我 们 仅 对 bhlr) 在 ST 内 的 像 感 兴趣 , 我 们 仍 可 忽略 (C1), 
(C2) 和 (C3). 我 们 选择 陪 集 Gal(L'/L)\ Gal(L'/Q) 代表 元 的 集合 @, Wo = pn, 
pe Gal(L'/L), n € e, HR w, = wiw. WẸ o c Gal(L/Q) Æ n HK, WHR 
Wo 二 (wn). 现在 可 以 采用 与 前 面 同样 的 论证 . 


5.4.6 ”用 bo(7) 构 作 Taniyama 和 群 


现在 我 们 可 以 进入 最 后 一 步 . 
首先 设 b(7) 是 bo(7) 到 Jr 8 多,(57) = SE(AL) 的 提升 , 且 设 blr) 被 投影 到 


ig 


SI(Ar s) 上 的 5(7). 元 素 b(7) 在 模 SHL) 之 下 是 有 定义 的 . 让 我 们 取 定 一 种 先 


然后 我 们 要 验证 


dry rq = b(71) (b(T2))b(Ti T2) 


在 S*(L) A. 在 验证 这 一 点 时 , 我 们 可 用 任何 方式 选取 提升 b(71), br) 以 及 
b(T172). 再 选取 co (wi) 与 co(w2) 到 J, KHER čo (w) 5 č (w). 且 取 


p(n) = Tw) br) = [J (we) 


HF Co (W1 We) = Co (W1 )Cor, (w2), 我 们 可 取 Co (wiwa) 为 Co (W1 )Cor, (we). 经 过 与 
5.4.3 T 相同 的 计算 , 可 以 看 到 


从 条 件 (C3) 可 得 apo = apo, (mod LX). AF (1+2)(1—771)u = 0, (5.42) 式 
的 右边 在 LX @ X,(S*) A. 

由 于 b(7) 表面 上 看 依赖 于 7 e Gal(Q/Q), 实际 上 只 与 了 7 在 Gal(Zab/Q) 里 
NRA K, 所 以 群 T+ ST 是 完全 确定 的 . 很 容易 看 到 , b(7) 定义 的 不 明确 性 对 
应 于 截 口 alr) 选取 中 的 不 明确 性 . 
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附录 A 同调 代数 简介 


在 本 附录 里 我 们 介绍 用 范畴 理论 来 处 理 同 调 代 数 的 方法 .这 个 方法 来 目 
Grothendieck 文章 “Sur quelques points d’algebre homologique” , 然后 在 他 的 


学 生 Verdier 的 博士 论文 “Des catégories dérivées des catégories abéliennes” 


发 展 成 导出 范畴 (derived category). 这 个 理论 被 Grothendick 用 在 平展 上 同调 
中 , 以 后 的 重要 发 展 则 是 Belinson, Bernstein 和 Deligne 的 工作 . 我 们 这 里 使 用 


通常 的 范畴 记号 , 例如 CC 是 范畴 , € 的 对 象 族 与 态 射 集 分 别 记 为 Obj€ 与 Mor€. 
一 些 初 等 的 范畴 论 内 容 可 参见 [11]. 


Al Ha y% 


A.1.1 三 角形 


一 个 范畴 C 称 为 加 性 范畴 (additive category), WRC 满足 以 下 条 件 : 
(1) XFER X,Y € Obj€, Home(X, Y) 有 交换 群 结构 (其 运算 记 为 +), 
并 且 态 射 合成 具有 以 下 性 质 ; 


gfi + fo) = gfi + gfe. 


(2) € 内 存在 志 对 象 0, BY Home(0,0) ZRF. 
(3) 对 于 任意 的 Xi, Xo € Obj c, FEY € Obj c RAK 


从 1 Y Xo 


使 得 
Pili = idx, ， | Pole = idx, Poly = Pilg =O, Upi + ?2D2 = idy, 


BIY 同时 为 Xi 与 X 的 积 和 余 积 . 

我 们 说 两 个 加 性 范畴 CC M e Cie EF: € e 是 加 性 孙子 (additive 
functor), 如 果 对 于 任意 的 X,Y € Obj¢, F : Home (X,Y) > Home (FX, FY) 
是 群 同 态 , MA F(f 十 g) = 二 Ff+Fg(vf,g€Home(X,Y)). 
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A.1.2 剖 分 范畴 


Ai) 5} eR (triangulated category) 是 指 一 个 三 元 组 (C, 人 A), 其 中 人 是 加 
性 范畴 , T: € 一 EC 是 平移 函 子 , A 是 @ 内 的 一 组 三 角形 ( 称 为 特异 三 角形 


X —+ Y Z XI 
f | g | h | f[1] | 
x’ —* y Wy x" 


AGG TR3, 我 们 引入 八 面体 图 . 设 有 图 如 下 : 
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PUR: [1] 


[1] 


图 中 x’ E 7 ER X o 21), 有 * 号 的 三 角形 是 特异 三 角形 , 有 @) 的 三 角形 
是 交换 图 . SER 


( 即 两 对 侧 棱 相等 )， 称 这 样 的 图 为 八 面体 图 (octahedron diagram). 剖 分 范畴 的 
最 后 一 个 条 件 是 : 
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TR4 任意 一 个 上 盖 可 以 扩张 为 一 个 八 面体 图 . 


A.1.3 AAT 


称 范 畴 E 的 子 范畴 G 为 全 子 范畴 (full subcategory)， 如 果 对 于 任意 的 
X,Y € Obj G, # Home(X, Y) = Home(X, Y). 称 G 为 CE 的 真子 范畴 (proper 
subcategory), WR Obj G S Obj €. 

we ARI on. CN tHE EAE EBT ee {Cs0, €7°} 
Gd €S°[—n] A ES", €7°[—n] 为 C27): 

(1) CS c csl C20 c e, 

(2) 若 XEeObjeso yeObjczl 则 Hom(X,Y) = {0}. 

(3) 4X c Obj€&,， 则 存在 特异 三 角形 4 一 铸 一 B 一 4[1], 其 中 
A € Obj€*", B e Obj €21. 

此 时 我 们 永 称 E X t 范畴 (t-category). 


称 T<n, Ton NEHAT (truncation functor). 

证 明 设 有 C A X DY. 按 剖 分 范畴 的 定义 性 质 (1) c), WX 的 特 
开 三 角形 A— X >B- All). 取 Y 的 特异 三 角形 A —> Y 一 B'— AI). 则 
有 正 合 序列 


Hom(A, B’[—1]) — Hom(A, A’) — Hom(A, Y) — Hom(A, B’) 


由 t+ 范畴 的 定义 性 质 (2) 知 此 序列 左右 两 端的 群 均 为 零 . 于 是 4 一 X AY RE 
唯一 的 态 射 4 一 A 使 得 下 图 交换 ; 


4 X B All] 
| 
A’ Y B' Ay 


定义 TxoX = A, THX = B, Txo(f) 为 以 上 被 唯一 决定 的 态 射 4 A’. 由 于 
Home<o (A, T<oY ) = Home (A, Y), 


Brey HEO — E 的 右 伴随 函 子 . 其 余 证 明 类 似 
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A.1.4 上 同调 浮子 


PRY C 的 一 个 态 射 ! 为 单 射 (monomorphism), 如 果 对 于 € 的 任意 两 个 态 
nf 和 g, lf = lg BS f = g. 称 范畴 C 的 一 个 态 射 7 AH (epimorphism), 如 
RIF € 的 任意 两 个 态 射 f 和 g, fr = gr 蕴含 f= 9g. 

BRB C 的 一 个 对 象 0 为 零 对 象 (zero object), WRH F € 的 任意 对 象 X, 
存在 唯一 的 态 射 X 一 0 和 唯一 的 态 射 OX. MFR X,Y e Objé, 以 
0xy WxX-0-Y. 

wf: X -YACAWAR. f He (kernel) 是 指 满足 以 下 条 件 的 态 射 
K 5 X: (1) fk =Oxyk, (2) 若 有 态 射 Z  X 使 得 fz = 0xyz, 则 存在 唯一 的 
ASH 2 一 K 使 得 z = kw, 如 图 : 


我 们 以 Ker f È K W k. 读者 可 根据 上 下 文理 解 . 

AH Sf: X 一 Y WRK (cokernel) 是 指 满足 以 下 条 件 的 态 射 了 一 C: (1) 
cf = c Oxy, (2) SAAR Y > V 使 得 vf = v0xy, 则 存在 唯一 的 态 射 C 一 V 
使 得 v = we, WA: 


x —-y__ 2 c 
0 : 
下、 i 
V 
我 们 以 Coker f È C id c. 


我 们 称 加 性 范畴 € 为 Abel 范畴 (abelian category), 如 果 (1) € 的 任 一 态 射 
均 有 核 和 余 核 , (2) € 的 任 一 单 射 必 为 € 某 一 态 射 的 核 , HC 的 任 一 满 射 必 为 区 某 
一 态 射 的 余 核 . 

TE Abel 范畴 € 内 称 态 射 序列 大 一 了 一 Z 为 正 合 序列 (exact sequence), 
如 果 (1) of = 0, (2) ( 按 核 的 定义 ) 由 (1) 所 决定 的 分 解 f = (Kerg) f 中 的 了 为 
aN, 如 图 ; 
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称 序列 


对 于 者 x 4 Y, EX nf 一 Ker (Coler f) : Y' oY. 则 不 难 证 明 


w € T 为 Abel 范畴 . 称 加 HEE. H: € 一 A 为 上 同调 孙子 


(1) CEC2 N EL 为 Abel 范畴 
(2) 1>01<0， € 一 E20 站 CS" A ELF Ag. 


注 我 们 以 HO(X) 记 T>oT<o(X), 以 Hi(X) W HXi). 以 上 定理 说 明 t 
结构 是 同调 代数 的 先 有 结构 , 即 是 说 有 了 范畴 就 可 以 开始 讨论 同调 代数 了 . 


A.2 4 wk 


A.2.1 范畴 的 局 部 化 


w S C More 为 范畴 CE 内 的 一 组 态 射 , 则 存在 范畴 CS- 以 及 (关于 S 的 
局 部 化 ) 函 子 @ :EC 一 Cl9-]], 使 得 

(1) 所 有 的 @(s) (s € S) HARM, 

(2) EART F: € — D 使 得 所 有 的 下 (s) (se S) 均 为 同 构 , 则 有 唯一 的 
ATG: CIS- | 一 信使 得 FF=GoQ. 

我 们 可 以 “形式 地 ”对 于 每 一 个 se S 引入 一 个 新 的 符号 s-1 然后 定义 适 
当 的 等 价 关系 用 以 构造 CS- 详情 从 略 . 

但 是 在 这 样 形 式 地 得 出 来 的 C[S—*] 中 很 难 作 计算 . 为 了 克服 这 个 困难 ， 我 们 
像 构造 分 式 环 时 一 样 引进 乘 性 系 . 
定义 A.2.1 KE HLH, SC More. Æ 8 满足 以 下 条 件 , 则 称 3 为 区 的 
一 个 乘 性 系 (multiplicative system) 或 局 部 化 系 (localizing system). 

(1) idx € S (YX e Obj€). # s,t € SE sote Mor€, N] sote S. 

(2) € 内 的 态 射 图 : 
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Z 
x — ,~Yy 
(其 中 seS) 必 可 扩张 为 内 态 射 交换 图 
W Z 
x+y 
PLES. 同样 @ 内 的 态 射 图 
| 
X Y 
g 
(HP ue 9) 必 可 扩张 为 内 态 射 交 换 图 
| | 
X Y 


HH s € S, f € Moré. 我 们 引入 “~ ”关系 如 下 : (s,f) ~ (t,g) 当 且 仅 当 存在 
(r, h) 使 得 下 图 交换 : 
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可 以 证 明 ~ 是 等 价 关 系 . 我 们 以 (s, f) R(X E X SY) 记 (s, 了 的 等 价 类 . 设 


ASN: 
xX! y’ 
Pa xX, Pa xX 
X Y Z 


其 中 s,t ES. KS 的 性 质 (2), 有 交换 图 : 


XxX! xX” 
|| 
Y Y’ 
即 有 
x” 
oa X 
x’ Y’ 
a xX, Pa X, 
X Y Z 
于 是 有 
X" 
X Z 


我 们 定义 等 价 炎 的 合成 为 
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(t, g) 0 (s, f) = (st, gf’). 


可 以 证 明 此 定义 与 等 价 类 的 代表 选取 无 关 . 

命题 A.2.1 设 5 为 区 的 来 性 系 . 则 可 取 范 畴 CIS-!| 的 对 象 为 Obj €s- = 
Obj€. +F X,Y € ObjC[S-1], R Homes-3(X,Y) 为 所 有 等 价 类 (XE X'S 
Y) 组 成 的 类 .EC[S-!] 中 态 射 的 合成 如 上 定义 . 局 部 化 函 子 Q : € — Es- AA 
射 上 的 作用 为 


Q(X 4 Yy)=(x £x Ly). 


A.2.2 剂 分 范畴 的 局 部 化 


w (C,T, A) CHIH. 又 设 9 为 上 的 乘 性 系 . 如 果 5 满足 以 下 两 个 条 件 ， 
则 说 S -Hatz (compatible). 

(1) seS 4HRA4T(s) ES. 

(2) #X SY SZ 5X AX SY’ Z XN HA ALE (4 
异 三 角形 ), 如 果 有 S 的 元 素 ( 态 射 ) XX MY SY 满足 wf = gu, WES 
内 存在 Z > Z 使 得 下 图 交换 : 


X - Y Z X[1] 

| 9 | h flu 
t 

X —— Y’ Z’ X'[1 


(T(X) 2 T(X) “4 T(Y))， 于 是 可 以 定义 CS- 内 的 三 角形 . Q: CE 一 
CIS- 为 局 部 化 函 子 ， 以 QA WA EQ FAR. 我 们 定义 As 为 E[S-! 内 与 
QA 的 任 一 元 素 同 构 的 三 角形 所 组 成 的 类 ， 

作为 例子 我 们 考虑 CLS] 的 剖 分 范畴 的 性 质 (1) c). H(X EX SY) 
CIS- 内 的 态 射 . 根据 剖 分 范畴 的 性 质 , 可 以 /把 扩张 为 @E 内 的 三 角形 : 
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为 同 构 (因为 s Æ ES- ay), 所 以 


X (s,f) y' Q (v) z! Q(w) xX’ [1] 


为 的 As 元 素 . 这 就 是 说 CS] 的 任 一 态 射 可 以 扩张 为 As 的 元 素 . 
命题 A.2.2 设 剖 分 范畴 (CTA) 内 有 与 剖 分 相 容 的 乘 性 系 5S， 则 
(C[S~*],T, As) 为 剖 分 范畴， 


A3 复 形 范畴 


A.3.1 3H 


w UA Abel 范畴 . 的 一 个 (上 链 ) SH (complex) 是 指 A 的 一 组 对 象 
X° = (X")nez, 并 且 配 备 有 态 射 dg: X” 一 XX"t1 使 得 d%tid% =0 (vn EZ). 
一 个 复 形 态 射 (complex morphism) f: X° Y #ZAAN—-AAHW fF" : 
X" 一 Y”, 满足 条 件 fn+ld& = d& fr. RATER n X Xn Bd, 的 次 数 (degree). 

我 们 定义 复 形 范畴 C(A) 的 对 象 为 AREE, CA 的 态 射 为 AHBBA 
W. 我 们 说 复 形 X* ATF (bounded below), 如 果 存 在 负 整 数 no 使 得 X" = 0 
Yn < no). UA FAHRBAMARN CA 的 全 子 范畴 记 为 CHA. 同样 可 以 
EMA LAWRIE. 如 果 一 个 复 形 既 有 上 界 又 有 下 界 我 们 便 称 它 为 有 界 的 . 以 有 
上 弄 的 复 形 为 对 象 的 全 子 范畴 记 为 C-( 包 )， 以 有 界 复 形 为 对 象 的 全 子 范畴 记 为 


(h”)=h=kd+dk: X°? —Y°* 


为 复 形态 射 . 我 们 称 这 样 得 到 的 h 为 同 伦 于 零 的 , WA h~o. 

4 hy ~ 0, ha ~ 0, Whithe ~ 0. Æ f E MorC(A), h ~ 0, fh E Morc (A), 
则 fh ~ 0. 同样 , Æ Af E MorC(A), 则 hf ~ 0. 这 就 是 说 同 伦 于 零 的 复 形态 射 
的 全 体 构 成 MorC (21) 的 “理想 ”. 

我 们 称 f,g E MorC(&) 为 同 伦 的 , 如 果 ff 一 g ~ 0. 
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A.3.3 锥 和 柱 


ww WA Abel WH, C(A) AA 的 复 形 范畴 . 定义 平移 孙子 (translation 
functor) T : C(A) 一 C(A) WF: we X° = (Xt, DL) ARH, WS (TX) = 
XH, dix = —dy. RASH f = (fi) : X* — Y°, WS (Tf) =f. 像 前 面 
一 样 , Q Xn} = X", dxi = Say 


复 形 态 射 f 的 柱 (cylinder) 是 指 如 下 定义 的 复 形 Cyl(f): 
Cyl(f)’ := X’ ® XI BY’, 
doyp (T, Ttt, yt) := (dxa* — rtt, 一 QxZ 计 1 f(t) + dyy’). 
引 理 A.3.1 Kf: X Y 为 复 形 态 射 . MA C(A 内 的 行 正 合 交 换 图 


0 Y° C(f) Xii" 0 
| 
0 X 1. Cyl(f) + C(f) 0 


第 一 行 
yi —— (0,9) (FY) ——— a 
le ecg acu se 
dyg‘ 0dry) — (—dxa**¥, f(x) + dyy!) “> -dxs 
Ro 
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[eeu [ex 


(dxz — zit, -dxat f(a") + dyy') = (—dxz*tt, f(x") + dyy’) 


Bhi: Cyl(f): + Cyf) A h(a, zt, yt) = (0,2',0), W dh + hd = 
Idoyi(f) 一 as. a 
我 们 称 以 上 引 理 所 给 出 的 


xe -一 Cyl(f) = C(f) > x[i" 
NSN f: X° Y’ 的 柱 锥 三 角形 . 


A.3.4 WEH 


tw WA) Abel 范畴 , C(A A AMARC ww, X’ E Obj(C(A)). EXX? Hn 

次 上 同调 为 
H"(X°) = Coker(Im(d%-* — Ker (d%)). 

显然 H"(X*) = H°(X*[n)). 易 证 H” : C(A) -AAMHMT. HA, 如 果 
f: X> Y” REFF, WA" (f) ASH. 

我 们 称 f: X° 一 Y° 为 拟 同 构 (quasi-isomorphism), 如 果 对 于 所 有 的 n, 
H"(f) 是 同 构 . 

E C(A) 内 所 有 拟 同 构 所 组 成 的 类 不 一 定 是 乘 性 系 . 所 以 在 下 一 小 市 我 们 引 
入 K (2). 


A.3.5 K(X) 


iw UA Abel 范畴 . WF: X* — Y’ € MorC(A), U [f] f HARK 
(BE [f] = {g E MorC(A)|g~ ft). Rie Mew K(A) 如 下 : Obj K(A) = 
Obj C(X). F X*, Y° € ObjC(A), 定义 


Hom x(q) (X°, Y°) 一 {| f | f = Homem ( X°, Y°*)}. 


M Ct (2), C (A), CAU 出 发 可 以 同样 定义 KHA), K- (A) M K’ (A). 

如 同 在 C(&0 中 一 样 我 们 同样 定义 KCA) 上 的 平移 函 子 TT: K(A) 一 KA). 

我 们 说 KO 中 的 一 个 三 角形 是 特异 的 , 如 采 它 同 构 于 茶 个 态 射 [f] : X* 一 
Y。 的 柱 锥 三 角形 . 这 样 得 到 的 特异 三 角形 所 组 成 的 类 记 为 A. 

如 果 f,g € Mor C(A) 是 同 伦 的 , W A"(f) = H"?(g). 因此 可 以 定义 五 "([ 用) 
我 们 说 [fi 是 拟 同 构 (quasi isomorphism), 如 果 对 于 所 有 的 n, H (Ff) 是 同 构 . 
K (2) 中 全 体 拟 同 构 所 组 成 的 类 剃 记 作 Qis. 
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定理 A.3.2 AH Abel t, 则 


w WA Abel W, Qis A KAU 内 的 拟 同 构 类 . 按 上 面 的 定理 我 们 可 以 对 
(KA) 作 关 于 Qis 的 局 部 化 , 得 出 分 式 范畴 K(A[Qis T]. 记 此 分 式 范 畴 为 D(A). 
Ay FF A* (20) 可 以 得 出 D* (Ql), 其 中 分 别 为 十 ,一 ,b. BK D(A) 和 D*(A) AF 
uy 5 Be (derived category). 

在 D(A) 内 所 有 满足 条 件 了 Hi(X*) = 0 (Vi<n) 的 复 形 X° AH D(A) 的 
全 子 范畴 , WA D(A). 若 把 条 件 改 为 H(X’) = 0 (Vi > n), 则 所 得 到 的 全 子 
范畴 记 为 DS" (A). 

定理 A.4.1 AH Abel ts. N] 

(1) 存在 范畴 D(A) AHF Q: C(A) 一 D(A) 使 得 

a) xem f € Mor C(A) 为 拟 同 构 , 则 Of) 为 同 构 ， 

b) #4 BF F: C(4) 一 全 (D AKI) HBA: F 将 拟 同 构 映 为 同 构 ， 则 
存在 唯一 的 浮子 G: D(A) 一 全 使 得 下 =Go0Q. 

(2) D(A) 是 剖 分 范畴. 


(此 函 子 在 Mor() 上 的 作用 是 自然 定义 的 ) SQ: CA) 一 DA 的 合成 


给 出 同 构 则 — DO(A) N D(A). 

按照 此 定理 ,如果 X Ee Obj D(A), 我 们 就 可 以 定义 上 同调 H(X) 为 
T>0T<o(X |i]) T! 

t RA Abel 范畴 处 . 对 于 Xe ObjA, 经 验 地 , 我 们 常常 用 X 的 分 解 ( 例 
如 内 射 分 解 ) 来 了 解 X 的 性 质 . 按照 这 个 观点 我 们 就 X 把 看 作 它 的 所 有 分 解 . 这 
些 分 解 是 复 形 . 这 时 关于 X 的 代数 运算 , 如 @, Hom, 便 要 理解 为 相应 的 复 形 . 由 
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复 形 我 们 得 出 (上 ) 同调 (FE). 如果 两 个 复 形 的 同调 是 同 构 的 , 我 们 应 当 把 这 两 个 
复 形 视 为 同 构 的 . 这 就 使 得 我 们 摹仿 分 式 环 的 构 作 对 复 形 态 射 拟 同 构 类 作 局 部 化 
而 得 出 寻 出 范畴 . 到 达 了 这 一 步 , 除非 有 需要 具体 计算 同调 , 我 们 的 核心 对 象 应 当 
ET HONEA SIE TS. 这 样 同调 代数 应 该 生活 在 导出 范畴 之 内 . 同调 代数 的 一 
个 重要 发 现 是 : 两 个 绝 不 相同 的 Abel 范畴 的 导出 范畴 却 可 能 是 等 价 的 痢 分 范畴 ! 


上 面 的 正 合 序列 映 为 正 合 序列 FA 一 FBO PC 一 0. RUF BE 
(exact functor), WR 同时 是 左 , 右 正 合 函 子 . 我 们 指出 : Abel 范畴 必 为 加 性 
wwe, 正 合 图 子 必 为 加 性 函 子 . 


A.5.2 6 AT 


wy (C,T, A) A (C,T, A’) 均 为 前 分 范畴 . 我 们 称 函 子 已 : C30 为 6 RF 
(6-functor) ( 义 有 称 为 正 合 图 子 或 训 分 范畴 函 子 ), 如 果 

(1) 了 是 加 性 函 子 ， 

(2) T’F = FT, 

(3) WRX >Y —Z—>TX RTA, WFX — FY — FZ — FTX 属 
F A’ (此 时 我 们 亦 说 FF 保持 特异 三 角形 ). 


A.5.3 导出 孙子 的 用 途 


设 Abel 范畴 A 的 加 性 沙子 下: 一 和 3 可 以 扩展 为 函 子 KF: K(X) 一 
K(B), 则 KF 为 6 wt. 

WR F MEIER RIS, 则 下 把 拟 同 构 映 为 拟 同 构 . 于 是 通过 局 部 化 就 得 到 从 
D(A) P) D(B) 的 函 子 . BWR F 只 是 左 或 右 正 合 的 , 则 下 不 一 定 把 拟 同 构 映 为 
拟 同 构 . 在 这 种 情况 下 我 们 只 能 求 一 个 从 D(A) A DB) HAT, 使 得 它 是 五 的 
REEL. 这 就 是 我 们 在 下 面 要 定义 的 导出 函 子 . 
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A.5.4 Fiat 


w A AB A Abel 范畴 , F: A BAMHAESMT. F 的 右 导 出 函 子 
(right derived functor) 是 指 满 自 以 下 泛 性 质 的 (RF, cr), 其 中 RF: DHA) — 
D*(B) 为 6 KS, er: Qg o KHE) — RF o Qa 为 图 子 态 射 : 


我 们 所 要 求 的 泛 性 质 是 : 对 于 任 一 6 MFG: DHA) 一 DHB) ME— BLA 
He: Quo KHF) 一 GoQg, 存在 唯一 的 沙子 态 射 n : RF 一 G 使 得 下 图 交 
Hi: 


以 上 的 泛 性 质 可 以 叙述 如 下 : 如 果 G: DHA 一 DHB) 是 RT, 则 ep RE 
双 射 
Hom(RF, G) — Hom(Qg o Kt(F), Go Qa). 


同样 ， 加 性 右 正 合 函 子 互 的 左 导出 孙子 (left derived functor) 是 6 KT 
LF: D(A) > D-(B) RAFAH er: LF o Qa 一 Qg o K- (F) 使 得 下 面 的 
了 映射 为 双 射 : 


Hom(G, LF) — Hom(G o Qa, Qg o KT (F)). 
以 上 的 B 是 Abel 范畴 , Dt(B) & t WORE (但 一 般 不 是 Abel 范畴 ). 于 是 有 


从 DHB) 到 它 的 心 GEM: coeur) D*(B)<° 0 DHB)? 的 上 同调 函 子 H. 
为 一 方面 , 我 们 可 以 把 X € Obj A RERE 


30 3X —0— ---, 


其 中 天 在 0 位 . ERT LAGE A AE Dt (A) 的 全 子 范畴. 


这 梓 我 们 便 回 到 通常 的 同调 代数 的 世界 里 了 ! 


A.5.5 适应 类 


下 和 面 我 们 把 内 射 分 解 稍 加 推广 , 引入 适应 类 的 概念 ， 以 帮助 我 们 计算 导出 
KT. 


在 Abel yale PS SS BWR MNS RRA SIAR (acyclic). 

FEM A.5.1 KA Fe BHA Abel 范畴 , F: A- BALES BT. 我 们 称 
RC Obj A =—* F jk (F-adapted class)， 如 采 

(1) RITA ln kial 


@ F 征 右 正 合 的 , 则 我 们 把 条 件 (2) A: HA ROX ( 即 尺 一 和 一 0 正 
合 ), 同时 把 条 件 (3) 中 的 KHA) 改 为 K- (A). 

定理 A.5.1 RAESCST F: A— BA FEM. 以 Spit Kt (R)NQis. 
则 

(1) Sn Æ KHR) RA; 

(2) Obj K+(U) 的 任 一 元 必 与 KHR) 的 某 个 元 拟 同 构 : 

(3) BRKABF K+(R)[Sx1] S K+(2)[Qis-!] = DHA 是 全 忠实 的 . 
(过 时 又 说 天 (MR) Æ Kt (A) 的 局 部 化 子 范畴 (localising subcategory).) 
以 上 的 (2) 和 (3) 是 说 更 是 范畴 等 价 ， 即 是 说 存在 函 子 D: DHA) 一 


对 于 任 一 X € Obj Kt(A) = ObjDt(A), RY = Go Qa(X) € 
Obj K*(K)[Sx°] = Obj Kt(R). ARAFAH B 作用 在 X 上 , 得 到 DHA A 
的 同 构 : 
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我 们 把 VO(X) AME Y, BX) 作为 分 式 范畴 Dt (A) 内 的 态 射 是 KHA 内 


其 中 K+(F)(s) € Qis. 这 就 给 出 了 Dt(B) 内 的 态 射 


p(X) : Qa k*(F)(X) > Qs K*(F)(Y)=FY=FOQq(X)=RF o Qa(X). 


并 且 (RE er) AF HASH BF. 


A.5.6 导出 孙子 的 复合 


wA, B, CHA Abel WH, F: A— B, G: B-CAMMHAECK ST. w 
有 F ENK Rp 和 G 适应 类 Ro, 并 假设 F(Rr) C Ro. 则 右 导出 函 子 RF, RG 
和 R(G o F) 存在, 并 且 自 然 函 子 态 射 R(GoF) > RG o RF 为 同 构 . 由 这 个 同 
构 便 可 推出 一 般 的 谱 序列 


A6 内 射 分 解 
常用 的 适应 类 是 内 射 (或 投射 ) 对 象 . 我 们 只 讨论 内 射 情形 . 


A.6.1 内 射 分 解 


我 们 称 Abel 范畴 到 的 对 象 了 为 内 射 对 象 (injective object), 如 果 以 下 条 件 
Miz: 对 于 外 内 的 任 一 单 态 射 0 一 A ER B 及 任 一 态 射 w: A — I, FEAR 
B: B— IFB a=ß8of. - 

我 们 说 A 有 足够 内 射 对 象 (enough injectives), 如 果 对 于 任 一 A € Obj A, 
存在 内 射 对 象 了 及 单 态 射 0 一 4 一 工 

设 XE Obj&. X 的 一 个 内 射 分 解 (injective resolution) 是 指 一 个 复 形 
I° e C(A) 满足 条 件 : 4i< 0, Wl = 0, 所 有 的 三 均 为 内 射 对 象 以 及 有 态 射 
X 一 7? 使 得 下 面 的 序列 正 合 : 


OS Xs II dr P 一 一 a, 


若 凡 有 足够 内 射 对 象 , 则 WU 的 任 一 对 象 都 有 内 射 分 解 . 
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(1) Sy RHA, 并 且 S 的 每 个 元 素 均 为 同 构 . 于 是 KHS] = K+H), 
FFA BRA K+H) 一 DHA) 使 得 KT (3) 5 DHA) 的 全 子 范畴 等 价 . 
(2) 如 果 进 一 步 假 设 A 有 足够 内 射 对 象 , 则 自然 揪 入 KO) 一 DHA) 是 范 


A.7.1 Hom’ 
w X’, Y°AANBHB. 定义 Abel HITE Ab 的 复 形 Hom*(X*, Y°) WF: 


Hom"(X*, Y°) = | | Homg(X‘, Y**”), 


1EZ, 


附录 A 同调 代数 简介 . 411. 


以 及 
d” = | [(dy? + (-1)"**a}*”). 
iEZ 
这 样 便 有 
H”(Hom*"(X*, Y*)) = Homgyy(X°, T"Y°®), 
BAM 6 KT 


Hom? : K(2)° x K(A) — K (2b). 


引 理 A.7.1 设 X° € Obj K(X), Y* € ObjK+(A). AYAKATA 
(Vi). 如 果 Y* A X’ AEB, 则 Hom’ (XX*,Y*) HEA. 


A.7.2 RHom’ 
BRE AREENA. 设 X* € Obj K(A), 则 左 正 合 函 子 


Hom’(X°,e): 天 (20 — K(Ab) 


4X° 一 ”是 拟 同 构 时 此 态 射 是 同 构 . FERT 


F: K(A)° — D(Ab) 
X* — Ry Hom’ (X°, @)(Y °) 


XA RHom" 简 记 此 函 子 . 
定理 A.7.2 H*(RHom*(X*, Y*)) = Homo (X°, Ti(Y®)). 
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A.7.3 投射 情形 
ERR A 有 足够 投射 对 象 , 则 如 上 一 小 节 (把 箭头 反 向 ) 有 孙子 


RyRy Hom* 。 D(A). X D(A) 一 一 D (26). 
MR QA A AE AY HY OY Se A AE SB OT SR, PA PS eR RyRy Hom? 和 
RyRy Hom* 同时 在 D(A)? x DT (Ql) 上 有 定义 ， 并 且 彼 此 日 然 同 构 . 
A.7.4 Grothedieck 拓扑 下 的 情形 


现在 设 了 = (Cat T,Cov T) 为 Grothedieck 拓扑 . 于 是 可 以 定义 交换 层 
F : (Cat T)° > Ab. 拓扑 了 工 所 决定 的 所 有 交换 层 组 成 Abel 范畴 Ar. 对 于 交换 
E F,G € Obj Ar, 有 相应 的 交换 层 .和 om(F,G) 和 交换 群 Hom(F,G). 

因为 Ar 内 有 下 够 内 射 对 象 , 根据 前 面 的 讨论 知 有 水 子 


RHom’ : D(Ar)° x DH(Ar) — D(Ab). 


我 们 记 H*(RHom*(F*, G*)) 为 Ext (F*,G*) (又 称 为 global hyperext). 

如 同 定义 Hom? 一样 可 以 定义 Hom’. 

引 理 A.7.3 A F’, œ 为 交换 层 复 形 , 其 中 G* PAAR, FAG = 0 
(Vi<0). R F” 3A C ARA, M Hom (F°, G°) ARB. 

如 前 面 两 和 关于 Hom 的 讨论 一 样 , 可 以 证 明 存 在 函 子 


R, Ry 7 om D( Ar) X DH(Ar) 一 一 D (26). 


此 函 子 亦 记 为 Rom*. 我 们 又 记 层 Hi( Hom (F*,G°)) 为 Ecti(F*,G*) (此 
交换 层 又 称 为 local hyperext). HAXH F, G, 我 们 可 以 把 F AER 


.->0—> F 0 —... 


(F 在 零 次 位 置 ), WARRE Ert (F, G) (XZA local ext). 
本 节 参 考 资料 ，[68], [39], [163], [272], [321], [385], [386] 及 [399]. 
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给 定 范畴 Cat T, 考虑 集合 Cov 了 .此 集合 的 元 素 是 一 组 在 范畴 Cat TAN 
ASH {U; 一 Uher 考虑 以 下 条 件 : 

(1) WR y 是 Cat T 内 的 同 构 , 则 (v} E Cov T. 

(2) 如 果 {U; 5 U} € Cov T K {V; F 3 U; } ec CovT, W 


{Vi; ——> U} € Cov T. 


(3) 如 果 {UU > U} € Cov T, V > U 是 Cat T 内 任 一 态 射 , 则 纤维 积 
U; xu V 存在 并 且 {Ui xy V S V} € CovT. 

当 以 上 三 个 条 件 成 立时 , 我 们 说 (Cat T, Cov T) 是 一 个 位 形 (site), 又 说 
Cov T Æ Cat T EÆXT Grothendieck 拓扑 , 这 就 如 我 们 平常 所 说 的 拓扑 空 
la] (7,7) 一 样 , 其 中 .9 是 一 个 集合 , T 是 一 组 .9 OTR, 满足 开 集 条 件 ; 我 们 也 
说 了 是 :29 的 一 个 拓扑 (topology). (“topos” 来 自 希 腊 文 “situs” 来 自 拉 丁 文 ). 
(在 [147]1, Exp. IV, 4.2.5 中 称 这 里 定义 的 拓扑 为 prétopologie) 

以 下 我 们 有 时 候 把 (Cat T, Cov T) WA (C, F). wR FC F' 我 们 说 拓 
fh (E, 7) tE (6,7) 3 (7 is weaker than .9 或 9 is less fine than 7’). 

4 {Ui 一 U} € Cov T HERRIE {Ui} 为 U 的 一 个 窗 盖 . 

设 OC 为 有 纤维 积 之 范畴 . 我 们 称 必 内 的 一 组 态 射 {U; 一 U} 为 泛 有 效 满 射 
(universal effective epimorphisms), 如 果 对 任意 Z € Obj 和 及 任意 C 内 态 射 
U >V, 以 下 两 图 均 为 正 合 : 


Hom(U, Z) — | | Hom(U;, Z)— |] Hom(U; xv U;, Z), 


Hom(V, Z) — | | Hom(U; xv V, Z) SO | | Hom(U; xu V xv Uj, Z). 


w Cat Te = C, Cov Te AS 内 所 有 的 泛 有 效 满 射 , W (CatTy, Cov Ty) X 
Grothendieck 拓扑 . WN C 的 标准 拓扑 (canonical topology). 
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一 个 Grothendieck 拓扑 的 态 射 f : TT 一 T' 是 指 一 个 满足 下 列 条 件 的 一 个 函 


对 所 有 的 i 均 为 同 构 . 
XA Grothendieck #7} T = (Cat T, Cov T). RÉE C ATER. 
MAT ERAT C 的 预 层 (presheaf) 是 指 一 个 从 Cat 下 到 多 的 反 变 函 子 


(contravariant functor). WRU FA MI, MEME F AB (sheaf): # 
{U; 4 U} E Cov T, W FRES: 


( 见 [11] §3.2). 当 € 为 交换 群 范畴 时 ， 我 们 称 取 值 于 C 的 层 为 交换 层 . 

XAT EREF E 的 预 层 fF,G. MFR GHAR f: F> G 是 指 反 
RSNA (BRR): 即 是 说 对 Cat 的 每 个 对 象 U 给 出 多 内 的 态 射 
fu: FU) 一 GU), 使 得 对 Cat TT 内 的 任 一 态 射 i:U 一 VV 有 以 下 交换 图 


所 有 由 F 2 G 的 态 射 所 组 成 的 集合 记 作 Hom(F, G). 

给 出 交换 预 层 我 们 可 以 构造 交换 层 FH RA FREM) MERS i: 
F 一 FT, WENA: 任 一 从 大 到 交换 层 G 的 态 射 必 可 唯一 的 分 解 为 
F 一 Ft+ 一 9 (参见 : [11] §3.2). 

w FY 为 Grothendieck 拓扑 . HFT 上 所 有 的 交换 层 所 组 成 的 范畴 记 为 Abo. 

定理 B.1.1 Abs 是 Abel 范畴 , HH 

(1) Abs 有 足够 的 内 射 对 象 ， 

(2) kA A E Abg, i ET, 则 多 bz 内 存在 直 积 [页 (这 条 件 称 为 Ab3*) 

(3) kA A E Abg, i ET, 则 多 bz AHA AA QD HK. 设 有 下 €E bz 和 有 向 
集 { 氛 }, 其 中 RA FAFE, Mat FTE GA 


(sup 3 N G = sup AN G) 


iEI iEI 


(这 条 件 称 为 Ab5). 
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注 从 无 是 了 的 子 层 及 直 和 存在 , 知 可 取 直 和 所 决定 之 态 射 Oor 下 一 了 
的 像 为 SUpicr fi. 


证 阴 我们 先 来 证 明 Abs A Abel 范畴 . 

第 一 步 . 设 F,GEAbs, 则 Hom(F, G) 为 交换 群 , 其 零 元 为 这 样 的 层 : 对 任 
—U e J, UV)=0. 

第 二 步 . KF 一 6 为 bz 内 的 态 射 定义 预 层 多 如 下 :; HUEZ, 设 
K(U) = Ker( F(U) 一 G(U)). 我 们 断定 KBE. 原因 是 这 样 : it {U; 一 U} € 
Cov T, 则 有 交换 图 : 


其 中 第 二 , 三 行 及 所 有 的 列 为 正 合 . 于 是 得 知 第 一 行 亦 是 正 合 . 于 是 得 证 K WEB. 
由 定义 知 有 态 射 K — F. 余下 证 明 KO 下 为 了 一 6G 的 核 . 首先 由 定义 , KAM 
ESAT F —> GAIZ, 所 以 对 任意 预 层 X 必得 正 合 序列 : 


0 — Hom(X, KX) — Hom(X, F) — Hom(X, G), 


于 是 必然 对 层 X BEEE. 但 是 Hom 的 定义 对 预 层 和 层 是 一 样 的 ( 即 定 义 中 并 没 
有 提 及 是 预 层 或 是 层 ), 所 以 对 任意 层 X 以 上 序列 仍然 正 合 . 这 就 是 说 区 一 下 为 
F — 6G 的 核 了 . 

第 三 步 . AESA f: F + G € Abs, 交换 群 同 态 fy: FU) 一 GU) HR 
1% (Coker fy) 是 C(U) = 6G(U)/fu(F(U)) (正确 是 指 同 态 GU) 一 c(U)). 于 是 
对 任意 层 X 有 正 合 序列 : 


Hom( F, X) «—— Hom(G, x) -一 一 Hom(C,X) —— 0 


Hom(¥*T,X) Hom(gtt,x) Hom(c*t,x) 
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其 中 每 列 的 双 射 是 层 化 。 一 e++ 的 性 质 . 但 F, GER, FR FS Ft, GS gt, 
这 样 上 图 便 给 出 以 下 正 合 序列 : 


Coim f = Coker Ker f. 这 就 证 明了 Aby 为 Abel 范畴 . 

现在 我 们 证 明 (2)、(3). RA F E Abg, ie I. 则 显然 预 层 U > Ilir AU) 
tele. 即 bz 内 和 存在 直 积 . 另外 , 取 交 换 群 直 和 S(U) = ier AU), 则 对 任何 层 
X, 从 目 然 单 射 A 一 8 得 双 射 


(从 REEM FT =F). 于 是 知道 大 一 5++ EE Abs A {Fher MHA. 

全 于 Abs 内 存在 足够 内 射 对 象 ,我 们 不 证 了 . 这 是 Abel 范畴 的 一 个 一 般 性 
的 结果 . 证 明 见 [137]. C 

ERIE S. 以 Gch/S 记 由 S 概 形 所 组 成 的 范畴 . 我 们 说 Gch /S AWA 
集合 {U; 5 Uer 为 满族 (surjective family), 如 果 U = Ui, Vii). BIRT 
有 限 集 , 则 说 {Ui 5 U} 是 个 有 限 满族 

在 Gch/S A, 由 所 有 这 样 的 满族 {U; 5 U | pi FRA Jier 所 构成 的 类 记 作 
Eza- 在 Gch/S A, 由 所 有 的 有 限 满族 {U; 5 U | pi WEEE Pher 所 构成 的 类 
记 作 Cp. 我 们 分 别 取 了 为 : 忠实 平坦 及 有 限 展示 , 则 得 Cor; 取 了 为 忠实 平坦 及 
拟 紧 , 则 得 Sepac: 

在 Gch/S 上 装备 上 由 Czar U Op 所 决定 的 Grothendieck 拓扑 后 我 们 记 它 为 
(Gch/S)p. 显然 有 


(Sch /S)ipqc 2 (Gcb/S)fppf 2 (Seh/S)zar 


([147] IV, 6.3). 

有 了 拓扑 便 可 定义 层 ( 见 [11] §3.2). RIIE Sp 上 的 层 为 P 层 . Grothendieck 
的 定理 说 : 者 Xe Sch/S, N Homs(e, X) 是 fpqc 层 ([11] 定理 3.7). 由 P 层 所 组 
MAHA (F/S)p. 则 Grothendieck 的 定理 说 : 透 过 X + Homs(e,X) = 
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hx 我 们 可 以 把 Geh/S 看 作 (F/S) pac 的 全 子 范畴 (full subcategory). 这 是 “下 
降 法 ”的 一 个 基本 绪论. 下 一 节 我 们 将 证 明 : WR S: X o Y 是 有 限 展示 忠实 平 
坦 的 概 形态 射 , 则 F' : hx 一 hy 是 fppf 层 满 射 . 如 此 命题 人 们 都 说 是 显然 的 , 读 
者 看 法 如 何 ? 

我 们 补充 一 点 , LAP id fpqe EÈ fppf. LAT id (Sch/S)p. MJ Cat T = 
Sch/S. 而 Cov T 的 元 素 是 (Gcb/S) 内 满足 以 下 条 件 的 态 射 集合 {Uj Bu, S 
U diet jel, 其 中 I, EARR, pi : U; —> U Æ S MEÆERFRA. Use) pi(Ui) = U, 
Pij EP, Ujer Pig Vig) = Vi. 

预 层 : (Gch/S)p 一 多 (MMT F : (Gch/S)° 一 E, 并 假设 范畴 多 AAR 
积 ) 是 层 的 充 要 条 件 是 : 

(1) F  (Gch/S)zar Æ, 即 是 说 , 如 果 {Ui 5 Uher 是 Geb/S 内 的 一 组 开 漫 
入 (open immersion) {#4 U y;(U;) =U, 则 下 图 正 合 : 


(参见 [147]; IV, Prop. 6.3.1). 


B.2 3 EW fppf JE 


为 了 帮助 理解 前 面 所 作 的 拓扑 复习 . 我 们 考虑 以 下 特殊 情形 : 固定 交换 环 
R, RBH S = Spec R. 常 以 Gch/R id Gcb/S. 我 们 在 本 节 考 虑 REN fppf 
Fe F, BN F: (Gch/R)e ne 一 Gets, 其 中 Gets 是 集合 范畴 . £ ARRA, 我 
们 义 以 F(A) i F(Spec A). M (Geh/R)soqc 2 (Gceh/R)sppe, 用 Grothendieck 定 
H, 我 们 把 RBH X € Gcb/ 尽 看 成 及 上 的 fppf B. 即 是 说 我 们 不 区 分 X 和 层 
HomaRp(e,X). 这 样 X(4) 是 指 Homa(Spec A, X). 

我 们 将 用 以 下 术语 . 设 4 为 RRR. 我们 说 一 组 4 代数 {Bi}ier 为 fppf 
‘ii A, WR: (1) 了 是 有 限 的 , (2) 每 一 B; 是 平坦 有 限 展示 的 4 代数, 及 (3) 
Ucr Spec B; = Spec A. FER TRANS fppf Bim n Bim. 所 以 “BB Bia A” ze 
说 B/S CHA ea A 代数 . 

用 以 上 术语 . 一 个 预 层 : (Gch/S)° 一 Gets 是 fppf 层 的 充 要 条 件 是 : 

(1) SHER ARR RRB, 标准 映射 F(T]; Bi) > IL F(Bi) BOON. 
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(2) 对 任何 R 代 数 4 及 任 一 忠实 平坦 有 限 展示 的 4 代数 B, 序列 


考虑 任意 范畴 名 , 2. RAMTT: C€ > 2, 5 : 9B 一 E. 可 以 构造 函 子 
2° x E — Gets: (B, A) 上 Home(S,4). REM GAN B > B'A E AK 
A 一 A’, 我 们 得 


Homg(SB’, A) — Hom¢(SB, A) — Hom¢(SB, A’). 


同样 可 造 函 子 2? x Gets: (B, A) = Homg(B,TA). 如 果 这 两 个 从 B° x 
到 Gets WRI ZI AFTER FAW psa : Home(SB, A) 一 Homg(B,TA), WE 
们 说 S eT HAMAS, 而 说 工 是 5S HACER. 

WU. P/S W Sch/S ENTE (Gch/S)° 一 Gets 所 组 成 的 范畴 . 以 (F/S) ops 
id S 上 的 fppf Æ, 以 i: (F/S)po > A/S 记 包含 函 子 . 则 可 以 证 明 有 左 伴随 
Af 十 十 : P/S 一 (多 /9)pppf 使 得 +4+ 与 有 限 反 向 极限 交换 . 见 [147] IV, 4.3, 
[11] §3.2. @ Pe A/S, WR P++ 为 PP 的 层 化 . 

BW {Fj} Æ (F/S)ppe 的 一 个 反问 族 (inverse family). 则 可 在 Gets 内 计算 反 
向 极限 lim A(T), HPT € Seh/S. TERME limi( h): T > lim F(T) 是 
后 , 并 且 可 以 定义 (多 /5S)sppt 内 的 反 同 极限 lim A, 使 得 ilim A) = limi( 万 ). 

者 有 (多 /5S)tpprt 内 的 正 向 族 (direct family) {4}. MME limi(F) : TH 
lim AT) 不 一 定 古 层 . 可 以 证 明 层 化 后 (im 多 万 ))* {5} 的 正 向 极限 . 即 


lim 5 = (lim i())**. 


以 上 的 讨论 引出 以 下 的 定义 . 

wh: 一 GABA VE: f 是 函 子 态 射 ). 则 有 预 层 态 射 i(f) : ilf) 一 
i(G). 此 时 f 的 核 Ker f Æ ilf) 的 核 Ker (i(f)), 因为 Ker (i(f)) 是 一 个 层 . 但 是 
ilf) 的 像 Im (i(f)) 不 一 定 是 层 . 所 以 作为 层 态 射 的 像 必 需 取 Im f X Im (i(f))++ 
Jett Im (i(f))). 当 Im f = G 时 我 们 说 f 是 层 满 射 . 

设 有 概 形态 射 f : X 一 Y. FX Y 看 作 fppf B, M f 便 定 出 层 态 射 
f :X >Y. 我 们 需要 找寻 一 个 条 件 用 来 决定 何 时 f 是 一 个 层 满 射 可 以 证 明 以 
下 的 结果 . 
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议 f : 一 6 为 fppf 层 态 射 , 则 f 为 层 满 射 的 充 要 条 件 是 : 对 任 一 
RAAS 4 及 任意 a € 9(4) FE RRB, fppf BHA RG € F(B) 使 得 
f(G) = ap € G(B), 在 这 里 as 是 指 a 在 G(A) 一 G(B) 之 下 的 像 . 


利用 上 面 的 关于 层 满 射 的 充 要 条 件 不 难 证 明 : 有 限 展示 忠实 平坦 的 概 形态 射 
为 fppf 层 满 射 . 

现在 我 们 先 来 了 解 层 满 射 的 充 要 条 件 . 说 f: Fo G 是 满 射 是 指 预 层 的 像 的 
eG (Im(i(f)))++ = 9. 所 以 我 们 需要 了 解 预 层 的 层 化 过 程 . 

我 们 引入 一 个 条 件 . 设 预 层 9 是 预 层 F 的 子 预 层 ， 如 果 : 对 任何 RRA 
C 及 任 一 ae F(C), 存在 一 组 C 代数 {Biher BHC 使 得 对 所 有 ie lat 
FF(Bi) AN as, BF G(B:). 我 们 就 说 G 在 T 内 满足 条 件 O. 

以 上 关于 层 满 射 的 充 要 条 件 是 由 以 下 条 件 推出 : 

win: G 一 了 为 预 层 的 包含 态 射 . 则 层 化 后 (in)++ : G++ 一 f++ 为 同 构 的 
REAP GE F AWE @. 

余下 我 们 假定 是 使 用 fppf 拓扑 . 我 们 将 对 以 上 的 条 件 提供 证 明 . 

AS SRR ett 当知 道 这 是 运算 P et 操作 两 次 所 得 的 . 因此 第 一 步 是 了 
解 pt. ie 


其 中 lim 在 对 及 有 的 NB lier fppf Bik A 进行 的 (JL [11] p.38). 
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册 者 T X i T = Ð; B, Xi B, = Ð, (Bı &) B;)~. 5| 用 Yoneda 5 | 理 ， 
Hom g(T, P) = |], P( Bi) 对 任 一 预 层 P 成立. 于 是 有 Gets 内 正 合 序列 


Hom g(Im 7, P) 一 一 一 [| P(B;) z3 [| P(B; OA B;), 


亦 即 是 说 : TE PT 的 定义 中 的 Ker 可 以 表达 为 Homa(Im yx, P). 所 以 
P* = lim Hom a(Im y, P). 


在 其 中 我 们 当 把 Imw 看 作 的 4 的 子 函 子 . 如 此 便 引 起 下 一 步 : 这 个 Imw 有 什 
么 性 质 ? 

我 们 先 证 明 : 

WE 4 的 子 预 层 9 在 4 内 满足 条 件 © 当 且 仅 当 : FE {Biher fppf 覆盖 
4 使 得 所 有 由 结构 态 射 4 一 Bi 所 决定 的 态 射 BB; 一 4 均 分 解 为 B; 一 9 一 4. 

证 明 如 下 : 设 {B} 有 以 上 的 性 质 ， 现 取 任 一 R 代 数 C 及 a ce AC) = 
Homg(A, C). R C 的 覆盖 {CHEB ac, € G(C,). 从 {Bi} 得 CG; = C84 Bi. Wl 
C: 为 平坦 C 代数 而 且 {Ci} 覆盖 C. a Æ 4(Ci) 的 像 为 ac : A> C > On (AC; 
是 在 A 上 取 张 量 积 . 因此 ac, ITAA AS B 一 C; (这 只 是 说 : ala) @1= 
1 Q wi(a)). 如 此 由 4 一 B; 所 决定 之 态 射 B,(0;) 一 AC) 的 像 包 含 ac, 但 从 
{Bi} 的 假设 性 质 , 我 们 便 有 分 解 : 


A(C;) 


AIR ag, € G(C;). 

反 过 来 , # G 在 4 内 满足 O, Ma X Ida € A(A), WH © 存在 {B,} BE 
A, 使 得 a 在 A(B;) 的 像 ap, 是 属于 G(B;). 但 wp RAMAN 4 B,, TER 
EAH B; 一 A. 而 说 ap € G(B;) = Homa(B,, G), 即 是 有 分 解 : 


NU 


G 


B; A 
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从 以 上 观察 可 推出 : # P NWE, 则 
P (4) = limHomae(9, P), 


其 中 我 们 对 A 内 满足 条 件 @ 的 子 预 层 9 取 正 向 极限 . 按 此 说 法 可 以 定义 态 射 
ip: PPT 如 下 : HAH RAB. WW ip(A) 为 态 身 


P(A) ¥ Homs(A, P) C limHoma(G, P). 
G 
可 以 证 明 对 一 了 预 层 P 进行 两 次 + 的 操作 所 得 的 预 层 (2+)+ 是 一 个 层 ([11] §3.2). 
我 们 证 明 : tpt : Pt 一 PHH 是 单 态 射 . 并 且 P+ 在 P++ 内 满足 条 件 O. 
Xt RNR A A ip (A): PH(A) 一 Pt+(A)， Hie 是 单 态 射 是 指 : 若 


下 的 像 等 同 , 即 有 9 及 ww' € Homa(G, P) 使 得 ip ov! = vlg, ip ow = wje A 


Vlg = wg 这 里 我 们 用 了 2+(4) = lim Homa(G,?). 由 于 9 是 满足 条 件 ©, 故 
有 {Biher Bm 4 并 且 有 分 解 : 


现在 我 们 有 图 : 
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我 们 证 明 : 如 果 ip : P 一 P+ RRA, M PE P+ 内 满足 条 件 O. 

NER RRR A Ra € P+(4). 把 P+(A) A limHoma(G, P). WA A 
内 满足 © 的 子 预 层 G Ra’ e Homa(G,?), 使 得 w 代表 a. 这 时 若 把 P+ (A) 看 
作 Homa(A, P+), a 看 作 态 射 4 Pt, 则 有 交换 图 : 


从 此 看 出 a-1(ip(P)) 2 6. AA GEA AWE O, 故此 ag! (ip(P)) 在 4 内 满足 
©. 于 是 存在 {B;} Bk 4 使 其 存 有 分 解 : 


亦 即 是 a 在 P+(B;) 的 像 op, 属于 P 了 (Bi). WEE. 

应 用 以 上 结果 于 er : Pt PTT 便 得 P+ PTT ARLE O. 

我 们 可 以 证 明 这 样 的 结果 : 

WHE TATE P. Vin: P> 了 记 包 含 态 射 . 则 了 P 了 在 了 内 满足 条 件 © 
当 且 仅 当 (in)++ : 2++ 一 TH+ A. 

先 证 明 : KAE F. 看 了 满足 CO, 则 由 in 所 决定 之 映射 : 


h(in) : Homa(T, F) — Homa(?P, F) 


为 双 射 , 只 要 证 明 : 任 一 yg :2P 一 下 可 以 唯一 的 扩张 至 yp/ :了 一 了, BXE— R 
代数 4 及 任 一 a € T(A), 必需 定义 phla) € F(A). HRR PET AE ©, 故 
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有 {Bijier Bit 4 使 得 ap, : P(B;). 考虑 图 表 : 
[] 28) ST] 2B: 84 B)) 
i E 


Ip (Bi) 


[re p(B: @a Bj) 


F(A) -一 > l F(B;) >J] TF(B; a B;) 


下 一 行 正 合 是 因 F 是 层 . 在 上 行 有 
(QB; )B:84B; = CBi@4Di = (QB; )BieaBj， 


于 是 wv,w 在 1[F(B;) 的 子 集 {(yp(as, ))ier} 上 等 值 . 故 存在 唯一 ao © F(A). 取 
p4(a) =a" 

现在 证 明 : EME PAMET AWE @, 则 包含 态 射 诱导 出 同 构 ett 一 
TH+, 事实 上 因为 层 化 函 子 十 十 是 多 一 2 的 左 伴随 孙子 , 即 是 说 有 同 构 


Hom gs (P™™, F) ~ Hom g(P, F),. 


其 中 PATER, FAR, 利用 上 段 结果 构造 交换 图 : 


Homz(Z ,下 ) = Homg(T, F) 


| | [ran 


Hom gr(2 F) = Hom g(P, F) 


PRA RAADGH. 故 知 左边 箭头 亦 为 双 射 . 因 了 是 任意 的 层 ， 所 以 得 出 
ptt 与 T++ 同 构 . 

反 过 来 , Mx PHH 与 TH 同 构 , ETM PET 内 满足 条 件 (9. 考虑 以 
下 图 表 : 


P 
T TT gtt 


前 面 已 证 明 ip+ 是 单 射 并 且 透 过 ip+ 把 P+ 看 作 P++ 的 子 预 层 时 , P+ 在 2P++ 内 
满足 条 件 ©. 据 假设 P++ 与 T++ 同 构 . 把 P+ 看 在 T++ 内 . 设 名 为 P+ 在 了 内 
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ZG. 我 们 断言 2 在 P 内 满足 ©. 为 证 此 , MRAM A Rac (4). WE 
a TE P(A) 的 像 . x P(A) = lim Homa(G,?), Mn € Homa(G,?) RE £, 其 
中 G 在 4 内 满足 @. 把 以 上 资料 放 在 下 图 中 


5 <- 一 一 4 


| | 


p 一 -一 pt 


我 们 把 上 看 作 Pt (A) = Homa(A, P+) 的 元 . 从 此 图 看 出 £-!1(P) 2 G, m G EA 
ial ©. 所 以 aW*(P) t A 满足 ©. 按 前 面 关于 4 满足 © 的 子 预 层 的 讨论 . 


NS 一 
a~ (P) 
于 是 有 分 解 l 
B; - Pi 


XAU T P ERA 内 满足 O. 

DIEZ: BE Ptt 与 rtt 同 构 . P+ 在 P++ AREO. 故 2+ 在 IT++ 内 
WAL (©). 作为 逆 像 , PUP 在 了 内 满足 O. MBE PED, 内 满足 O, 因此 , P 
在 T 内 满足 ©. 

作为 推论 可 得 : 

w f: 一 6 为 层 态 射 . 则 广 为 层 满 射 的 充 要 条 件 是 :对 任 一 R 代数 4 及 
任意 a E G(A), 存在 代数 已 覆盖 4 及 Der(B) 使 得 f(8) = asg € G(B). 这 里 
QB 证 指 waw 在 9(4) 一 9(B) 下 之 像 

把 f 看 作 预 层 态 射 时 之 像 记 为 Im f. 则 f 为 层 满 射 是 指 (Im f)++ = G. 按 
以 上 讨论 , 这 就 等 价 于 要 求 预 层 Im f 在 G 内 满足 条 件 (9). 

iz ©, 已 给 4 及 a, FE {Biher Bit AR bi € F(B;) 使 得 f(B;) = ap.. 
HUER f ARN, ER B = [[ B; 及 BSF (6) 在 同 构 F(B) > TI F(B;) 
下 之 逆 像 . 反 过 来 , 存在 BR 6 立 得 f 是 层 满 射 . 

进一步 , 当 我 们 把 概 形 看 作 fppf 层 的 时 候 , 便 有 以 下 推论 . 
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设 f: XY 是 概 形态 射 . 则 以 下 两 条 件 等 价 : 

(1) Æ X,Y 看 作 fppf 层 时 所 诱导 出 的 层 态 射 了 是 层 满 射 

(2) HERA y € Y 存在 开 邻 域 U(y) CY, 有 限 展示 忠实 平坦 的 态 
aly) : Vy) > Uly) RASH sly) : Vly) > X, 使 得 fs(y) = iq(y). 

先 证 (1) > (2). RU(y) A y 的 开 仿 射 邻 域 Spec4, A 为 RRM. AAA 
iy i: U(y) = Spec A 一 了 属于 Hom(Spec A,Y) = Y(A). HRK f 是 层 满 射 
按 前 段 推论 , 知 有 代数 B Bm AR Be X(B) = Hom(Spec B, X) ¥ f (B) = 1p. 
RV = Spec B, g 为 结构 同 态 4 一 B 所 决定 的 概 形态 射 了 >U. 则 有 


AS HY 


Vo“ X 
| | 
U ' Y 


这 就 是 (2) ATK. 

PRUE (2) > (1). 首先 我 们 可 以 缩小 U(y). 叉 可 以 把 V 换 为 它 的 有 限 个 元 的 
itm. AARC em AE BA. 如 此 做 法 便 可 假充 U (y) RV 
艾 为 仿 射 概 形 . 设 U(y) = Spec Aly), V = Spec A’(y). 

为 了 证 明 f 是 层 满 射 , 我 们 需要 证 明 : 对 RRMA 及 a e Y(4), FEBE 
# A, B € X(B), tH f(8) = ap. 

取 SpecA 的 覆盖 Spec4 (i = 1,---,n) 使 得 a € Y(A) = 
Hom(Spec A, Y) 把 每 一 Spec Ay 影 作 形 如 Uly) 的 开 子 集 . 由 假充 (2) AX 
换 图 : 


. 426 - 附录 B Grothendieck #44} 


证 明 对 每 一 yeY, PETEN SBER U (y). 
仔 在 有 限 个 开 仿 射 Vi, Vn 在 17'(U(y)) 内 使 得 {f(VW)} 覆盖 U(y). 以 
V"(y) AMIE Vise, Va 的 直 和 以 s(y) : V'(y) > X WV X PE LAR. 


| 


Y 


所 再 络 论 从 前 段 等 价 关 系 得 出 . 


B.3 Abel 沁 畴 的 上 同调 


称 范 畴 和 为 加 性 范畴 (additive category) 如 果 以 下 条 件 成 立 : 
(1) 大 A, Be Obj?, M E AREER Al[ BABA ALB. 
(2) Æ A, B € Obj@, W Home (A, B) 有 交换 群 结 构 , 并 且 合 成 态 身 


Hom¢(A, B) x Hom¢(B, C) — Homz(4,C) 
(fig)r-gof 


是 双 线 性 . 我 们 以 0 记 交 换 群 Homey (A, B) 对 加 法 的 单位 元 . 

(3) € 有 零 对 象 Z, 即 Z 的 恒 等 态 射 1z 是 0. 

如 朱 加 性 范畴 CO 还 满足 以 下 两 个 条 件 : 

Abl. @ 的 任 一 态 射 u HA Ker u 和 余 核 Coker u. 

Ab2. ACHURRA u WARA a : Coimu 一 Imu, HH Imu = 
Ker(Coker u) 和 Coim u = Coker(Ker u). 

则 称 多 A Abel 范畴 . 

充 DA) Abel 范畴 . o& 的 一 个 上 链 复 形 (cochain complex) 是 指 oY 的 一 组 对 
BX? = (X")nez 并 设 有 态 射 dR: X” 一 Xr+ AK n c ZF dtt od? =0. 
一 个 复 形 态 射 f : X 一 Y* 是 一 组 Wo 的 态 射 fr: X" Yr 满足 条 件 
frid = dp f". 

我 们 定义 复 形 X* 的 n 次 上 同调 为 


H” (X°) := Coker(Im(d®-!) — Ker(d”.)). 
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we: A 一 B 是 复 形态 射 , 则 f 诱导 自然 态 射 H"(f) : 吾 "(4。) 一 
H"(B*). 如 果 有 正 合 序列 


0 — A" — B® — C — 0, 
WA BASN 6” : H"(C*) 一 HH (A°) 使 得 长 正 合 序列 
.. + H"(A°) 一 H"(B*) 一 H” (C°) 0 H"™+1(A°) _, H"*1(B°) ao 


1 EE AR A UE A OO es I] Da C—O ce LP eS | 
议 纤 内 有 行为 正 合 的 交换 图 


则 有 正 合 序列 


0 — Kera — Ker p — Ker y — Coker a — Coker 8 — Coker y — 0 


B.4 WA AY ot iF 


AEA Ay (或 投射 ) 对 象 . 我 们 只 讨论 内 射 情形 . 

我 们 称 Abel 范畴 x 的 对 象 了 为 内 射 如 果 以 下 条 件 成 立 ， 给 出 sg 内 单 态 射 
0 一 4 BRA a: A I, 则 存在 态 射 :BB 一 I 使 得 a = pof. 

我 们 说 S AE ASRTR (enough injectives), 如 果 对 每 个 4E Obj a, 存 
企 内 射 对 象 了 及 单 态 射 0 一 4 一 工 

设 XEe Obj .美的 一 个 内 射 分 解 是 指 一 个 复 形 I* Ee C(x) 满足 条 件 : 若 
i < 0, W P = 0, RA T 均 为 内 射 对 象 ,及 有 态 射 羡 一 了 使 得 有 正 合 序 列 


0— X > P 2p 4, p 4... 
E of 有 足够 内 射 对 象 , 则 of 的 任 一 对 象 均 有 内 射 分 解 

定义 B.4.1 A, BA Abel 范畴 , Ah oS 2) B ihs 孙子 是 指 一 组 函 
FT = (T) 及 对 每 一 个 正 合 序列 0 一 4A' 一 4 一 4A” 一 0 有 一 组 态 身 
8° : Tn(A”) => Tn+1(A'), 满足 条 件 : 
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亦 交 换 . 


EX B.4.2 RT: L> BRÖRT, 老 对 任 一 6 AF S: A — BRAE 


0 — A — A — A” — 0, 


为 交换 图 , 则 称 了 AiZ ô HF (universal 6-functor). 
EX B. 4.3 mkF F: of 一 BARB (effaceable), #3} Ac 
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命题 B.4.2 ik Abel 范畴 .of 有 足够 内 射 现 像 . 6 BF (T) 满足 条 件 : 

对 任意 内 射 对 象 Q Fe i > 1 HA TiQ) = 0 当 且 仅 当 (T) 为 泛 6 BF. 

NEAR wA PAIS (S) KERER YO: TS. 设 恕 = y, EX y w 
下 : Row 对象 4, 则 有 单 射 4 一 Q, 即 有 正 合 序列 : 


其 中 OF 是 用 正 合 序列 (B.1) 造成 的 . 我 们 需要 证 明 Wo(A) 是 与 QAR. 为 此 另 
取 正 合 序列 : 
0 — A — Qı — Ci — 0, (B.2) 


WA a: Q —> Qı, b: CC, 使 下 图 交换 


T°(C) 2+ T! (4) 5°(C) —= -51(4) 
re)| IN s| N 

T? (C) S° (Ci) 

To(C) <2. (C) TC) “Be TA) 
ng)| [so cv] E 
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从 现在 开始 我 们 可 以 把 (A) 记 为 Y (A) (因为 它 的 定义 与 Q EX). 我 们 需要 
证 明 如 此 得 来 的 y! 是 自然 变换 : 取 态 射 4 性 B, 我 们 需要 证 明 


T1(A) —% T1(B) 
sw] [viw 
S! (u) 
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考虑 交换 图 : 
T'(A) e T'(B) 
KS bf 
T°(C) — 7°(C,) 
vw (A) 2(C) | ve vw (B) 
So(C) 2) SofC 
oo | oN 
S1(A) S (u) S! (B) 


因为 0% 是 满 射 (4 有 右 逆 元 ), 所 以 只 要 证 明 : 
yp (B)T (u)dg = 5S (vy (A) dg. 
证 明 如 下 : 


Y` (B)T (wos = p'(B)dpT” (u2) = pp(C1)T (u2) 
= 07S" (u2)p(C) = S*(u)dgyp(C) = 5 (vp (A) dp. 


余下 证 明 : 如 有 正 合 序列 : 


0 — A — A — A" — 0 


则 有 交换 图 
TA") 2, THA’) 
(A | Jeu 
994”) “2. 91(A’) 
-为 此 考虑 正 合 序列 : 


0 — 4 — Q — C — 0 


其 中 Q@ 为 内 射 对 象 . 则 有 交换 图 : 
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7 (47) _ oy T'(A’) S°(A”) _ oy 9 (A’) 
ro| Oy so OY 
T°(C") $°(C’) 
T1(C') “Es TA! T°(A") TE To’) 
(C | Jeu oa | ec ) 
$°(C’) bv S1(A’) S0(47) SMe) §°(C’) 
则 有 
vy (A)dy = 人 (4)6vT (v) = 5-9(C’)T?(v) 
= ôy S’ ()p(4) = bvp(A") 
EP 


到 目前 为 止 我 们 从 Y = y 出 发 得 到 y. BARTNER ELERTEM 
由 得 区 等 . 

反 过 来 部 分 的 证 明 我 们 留 给 读者 . 

引 理 B.4.3( 马 蹄 引 理 (Horse shoe lemma)) 设 有 Abel 范畴 of 内 交换 
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其 中 两 行 是 内 射 分 解 ， 列 为 正 合 . HI" = II" 是 直 积 , 则 得 内 射 分 解 0 一 
A 一 J*, 并 有 复 形 正 合 序 列 : 


/i 


,| 


0 A” T” 


证 明 ”由 于 70 是 内 射 的 , 故 有 4 SI? 使 
A’ 


wa 


交换 . 从 7 及 eTa, HARE e: AI. 如 此 则 下 图 交换 : 
0 0 0 


ot | 


0 ——+ A’ — I — Coker e — 0 


oe 


A —= I? ——> Coker £e — 0 


Ik | 


E 
0 ——+ A” —— I" — Coker e” —— 0 


| | | 


0 0 0 


左边 两 列 由 己 知 和 构造 是 正 合 序列 ， 从 蛇 引 理 知 右边 一 列 是 正 合 , 并 且 
Ker c = 0. 这 样 我 们 便 得 到 了 下 图 : 


1 
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0 —— Coker ce” — I" —— ... 


| 


0 


也 就 是 说 我 们 回 到 起 步 点. 我 们 可 以 重复 前 面 的 步骤 完成 证 明 . 

nw A,B 为 Abel 范畴 , F: A 一 多 为 左 正 合 加 性 函 子 . F 的 右 导 孙子 是 指 
这 ô KTT = (7T") 使 得 到 = F. 如 果 工 存在 则 除 自 然 同 构 外 工 是 唯一 的 . 我 
们 以 R°T W TT". 

定理 B.4.4 HA, BA Abel 2%, HLA 有 足够 内 射 对 象 . 则 任 一 左 正 
合 加 性 函 子 Fo B 均 有 右 导 子 子 


R"F(A) = H"(FI®). 


我 们 需要 证 明 RF 与 内 射 分 解 0 一 AS IERA. 即 是 ， 如 果 又 有 内 射 分 
解 0 一 A J, WA BRAH (FD 一 A(FJ). 事实 上 
利用 比较 引 理 得 复 形 映射 f : J 一 了 使 下 图 交换 : 


4 一 一 J 
4 | 
A—“ I 
于 是 有 了 映射 f* : HFJ 一 AFI. 同样 亦 有 映射 g : I — J 使 下 图 交换 . 
A - I 
“| | 
A J 
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FERARI g* : HFI 一 HFJ. 从 此 推出 g,f, =id, fg, =id. 所 以 R"F 是 
KT. 
现在 开始 证 明 (R'F)n>o 是 6 AT. 


0 一 FI") FI”) — F(I'") — 0 
ENTRES FPS ([69] II.1, Prop. 1.1). 所 以 


0 — F(T) — F(I) — F(I") — 0 
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是 复 形 正 合 序 列 . 于 是 得 长 正 合 序列 
.. — R" F(A’) — R"F(A) — R°F(A”) 2 RH F(A) — 


最 后 我 们 说 : 6 是 目 然 映 射 , 即 是 : 设 已 给 交换 图 : 


则 有 交换 图 ， 
R"*F(A”) 0. Rt" F(A’) 


| | 


证 明 留 给 读者 . 
WA @ ERRA. 则 正 合 序列 


0 — Q +Q —+0—-0— --- + 0 --- 


是 Q 的 内 射 分 解 . 因此 , F(Q) =OMi > 1. 我 们 已 证 明了 (RF) 是 6 函 
T. 所 以 按 前 面 命题 得 知 (RP noo Æ ô KT. 7 


B.5 位 形 的 上 同调 


我 们 讲述 上 同调 计算 的 主要 定理 . 我 们 将 讨论 以 下 三 个 问题 : (1) 预 层 的 
Cech 上 同调 , (2) 交换 层 的 上 同调 , (3) 高 次 直 像 的 计算 . 

(1) 已 给 Grothendieck 拓扑 FJ = (Cat T, Cov T). 以 YF We XH Cat T 
上 的 交换 预 层 所 组 成 的 范畴 . 则 多 为 有 足够 内 射 对 象 的 交换 范畴 . 因此 可 以 对 左 
正 合 明子 求 石 寻 果子 . 

如 果 , A= {U; 一 Uhier E Cov T, FEF, Nw 


H(A, F) = Ker(] | FU) = [| FU: xv V). 


XERME IES RI H(A, e): 


P — Ab: F A’ (A, F). 
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A U A Cat T 的 对 象 . 范畴 Iy 的 对 象 为 Cov 全 内 的 元 素 {U; 一 U}. Iy HA 
IN tea a AR ([11] 83.2). 我 们 定义 


如 经 典 的 上 同调 群 一 样 ， Cech 上 同调 群 可 以 用 Cech 复 形 来 计算 . 给 出 
FE PMY = {U; > U}ier E Cov T. HY ee (simplicial 


complex) (7 : Ux Xy: Xu Uia > Ui, Xu +++ Xu Ui, U; 是 指 取消 因 
村 U;,). 
—— ce 《一 
U — {Uihier a {Ui Xu Us} eee ei {Ui Xv Uj xu Urbaser E 
《人 -一 一 


用 上 了 便 得 上 单纯 复 形 (cosimplicial complex). . 


FÔ) FO) _， 
L170) 503 | | FU; xy U;) 20, ] U: Xy U; XU Uk) 


7? i,j) FÊ) (i,j,k) 


我 们 引入 从 号 
CU, F) 一 I] F(U;, Xu'*' Xu U;,). 


(40,°°° tg ELIT 


定义 上 边缘 算 子 dt: CY, F) + CH (Y, F) 如 下 : 


q+1 


(ds)io sigh = = 1)? 大 (7)(si iy aae iaga)” 


如 常 可 算出 : ds+ od? = 0, g 20. 从 这 个 复 形 {C1(Y%, F), d} 计算 得 来 的 上 同 
调 群 我 们 记 为 HC (U, F)). 
利用 6 图 子 的 理论 我 们 可 以 证 明 
H°(U, F) = lim H*(C*(Y, F)). 
UWE FU 
(2) 已 给 Grothendieck 拓扑 9 = (Cat T, Cov T). 以 6 we CHET EA 


换 层 所 组 成 的 范畴 . 则 G 为 有 足够 内 射 对 象 的 交换 范畴 . 因此 , 如 果 f 是 从 G 到 
Abel 范畴 的 加 性 左 正 合 函 子 , 则 右 导 函 子 Rf 存在 . 
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现 取 U € Cat T. 则 函 子 
Luy : © — Ab: F F(U) 


为 加 性 左 正 合 的 , 于 是 有 右 导 函 子 RTy. 我 们 称 RTy(F) 为 第 g 个 上 同调 群 ， 
FEA HU, F) (或 为 HUT; U, F) HSU, F)). 
利用 Cech 上 同调 的 谱 序 列 可 得 双 射 : 


H?(U, F) 一 HU, F) 


xt p = 0,1 成 立 . 

(3) 我 们 在 本 节 讨 论 高 次 直 像 (higher direct image). 分 以 下 两 部 分 : 

(i) 网 个 Grothendieck 拓扑 之 间 的 态 射 p : JT 一 7' 是 指 一 个 函 子 : 
Cat T — Cat T’, 满足 以 下 条 件 : 

(a) 如 果 {Ui 5 U} € Cov T, 则 


{9(Ui) 229 p(T} € Cov T'. 
(b) WR {U; > U} € Cov T AV — U X Cat T MAH, WUT ATE i, 


p(U; Xu V) 一 Pp(Ui) Xow) pV) 


我 们 继续 前 面 的 记号 多 ,6 等 . 以 i: 6 一 多 记 包 含 函 子 . € FAME, N 
LA Ft 记 了 (对 拓扑 T) 的 层 化 . 以 十 十 : P 一 6 记 层 化 函 子 . RIF CL, E 
X fPF MF: RU € Obj (Cat T), My? F(U) = F'(~(U)). My: FJ > F' 
我 们 得 oz : P 一 P. 这 样 我 们 便 定义 p° : G' 一 G 为 


6-5 P ©, DIKE. 


可 以 证 明 ys 为 加 性 左 正 合 . 

利用 Leray 谱 序列 可 以 计算 wz 的 左 导 函 子 Ra(op) : 6 一 G 如 下 : 对 
FEC’, R(y?)(F') EHUB U — Hf (U), F) 对 应 拓扑 FT 的 层 化 . 

(ii) 作为 以 上 的 例子 我 们 考虑 fppf 拓扑 . 

取 概 形 X. 我 们 定义 小 fppf 位 形 Xeppe. 我 们 取 Cat (Xepe) 的 对 象 为 忠实 平 
坦 有 限 展示 概 形态 射 了 一 X. 取 Cov (Xiop) 的 元 素 为 (Gcb /六 )sooe 的 元 素 


U] 
X 
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但 要 求 0; > X, U 一 X IEF Cat (Xfppf)， 

现 设 有 概 形态 射 f: X' 一 X, WATT > X RET xx X' 一 天 定义 拓扑 
SN p : Xip 一 Xpo TE Xfppf 上 的 交换 层 范 畴 记 作 G. 则 有 加 性 左 正 合 函 子 
p°: O 一 6. 我 们 以 f 记 这 个 函 子 并 称 它 为 直 像 浮子 (direct image functor). 
TAU AT S| ae, 则 Rf, F 是 Xop LAWET — A(T xx X', F) KEM. 


WRC ”英汉 术语 对 照 表 


abelian category Abel ya (397) 
abelian scheme Abel 概 形 (190) 
abelian variety Abel $% (190) 
absolute Frobenius 绝对 Frobenius (139) 
act 作用 (149) 

acyclic Val HY (408) 
adapted class 适应 类 (408) 
additive category 加 性 范畴 (393, 426) 
additive functor 加 性 图 于 (393) 
adjoint representation 伴随 表示 (10) 

affine algebraic group 仿 射 代数 群 (2) 
affine group scheme 仿 射 群 概 形 (121) 
algebraic torus 代数 环 面 (286) 
almost simple algebraic group We FEAR AY BE (82) 
antipodal morphism XTERRA (123) 
arithmetic Frobenius 算术 Frobenius (139) 
arithmetic subgroup SIRF FF (97) 
augmentation ideal a) FEAR (121) 
augmentation map pay BRAY (121) 
augmentation morphism H SA (123) 

bad reduction 坏 约 化 (110) 
Barsotti-Tate group Barsotti-Tate # (192) 
bi-extension | MH HK (231, 249) 
bi-torsor MHF (245) 
birigidification 双 刚 化 (249) 
bounded below A FF (402) 

BT group BT # (200) 
canonical model 规范 模 形 (102) 
canonical topology 标准 拓扑 (413) 
Cartier dual Cartier 对 偶 (136) 
Cartier dual group Cartier 对 偶 群 (135) 
categorical quotient yee Fa (149) 

central extension 中 心 扩张 (226) 
character 特征 标 (29, 136, 284) 


character group scheme 特征 标 群 概 形 (136) 


附录 C ”英汉 术语 对 照 表 


class module 

closed fibre / 
closed subgroup scheme 
co-boundary condition 
co-cycle condition 
co-induced module 
co-inverse 

co-unit 

cocartesian square 
cochain complex 
cohomological functor 
cohomologically trivial 
cohomology class 
cohomology group 
coinverse 

cokernel 
commensurable 
commutative group object 
compatible 

complete variety 
completely reducible 
complex 

complex morphism 
complex multiplication 
comultiplication 
conductor 

cone 

connected. 

connected étale sequence 
constant group scheme 
contravariant functor 
corestriction homomorphism 
cosimplicial complex 
crystal 

cubical structure 

cup product 

cusp form 

cylinder 

deformation 

degree 

d-functor 

derivation. 


类 模 (277) 

闭 纤 维 (183, 192) 
闭 子 群 概 形 (122) 
上 边缘 条 件 (232) 
上 财 链 条 件 (232) 
ERFIR (256) 
余 逆 元 (123) 

余 单 位 (123) 
余 卡 氏 图 (156) 
上 和 链 复 形 (426) 
上 同调 函 子 (398) 
上 同调 平凡 的 (260) 
上 同调 类 (232) 
上 同调 群 (257) 
RKR) (121) 
余 核 (149, 152, 397) 
可 公 度 (325) 
交换 群 对 象 (145) 
相 容 (401) 
完备 簇 (190) 
完全 可 约 的 (20) 
复 形 (402) 

BA IGAS HT (402) 
Sf FE (104) 

余 乘 法 (121) 

前 导 子 (110) 

锥 (403) 

连通 的 (3) 


连通 étale 序列 (173) 


Th EL EF AIG (124) 
反 变 图 子 (414) 
上 限制 同 态 (261) 
上 单纯 复 形 (437) 
晶体 (201) 

立方 结构 (253) 
上 积 (274, 275) 
尖 形 式 (111) 

柱 (403) 

形变 (183, 192) 
次 数 (191, 402) 

6 PKT (406) 

叶子 (5, 6) 
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derived category 导出 范畴 (405) 
diagonalizable 可 对 角 化 (17, 284) 
diagonalizable group 可 对 角 化 群 (126) 
Dieudonné crystal Dieudonné 4% (206) 
Dieudonné module Dieudonné 模 (207) 
dimension-shifting 维 数 移 动 (260) 
direct family IE [a] HR (418) 
direct image functor BRI (439) 
Dirichlet unit theorem Dirichlet 单位 定理 (304) 
discrete G-module AH G 模 (282) 
distinguished triangle 特 开 三 角形 (394) 
divisorial correspondence functor 除 子 对 应 函 子 (214) 
dual abelian scheme 对 个 Abel 概 形 (220) 
对 偶 群 (278) 
可 抹 的 (428) 
elliptic curve 椭圆 曲线 (190) 
enough injectives KES AAT XT RR (409, 427) 
equivalence couple 等 价 对 (154) 
étale group scheme étale 群 概 形 (163) 
etale morphism étale 态 射 (162) 
exact IEG AY (152, 332, 398) 
exact functor IEF eR (406) 
exact sequence IEA FRI (398) 
extension 扩张 (192, 226, 332) 
F-space F 空间 (201) 
factor set 因子 集 (269) 
factor system 央 子 组 (230) 
faithfully flat 忠实 平坦 的 (118) 
fibre product 纤维 积 (139) 
final object 终 对 象 (144, 245) 
finite Dr-module ABR Dy, 模 (200) 
finite 有 限 的 (117) 
finite étale morphism ABR étale 态 射 (163) 
finite type 有 限 型 (117) 
finitely generated 有 限 生成 (116) 
finitely presented 有 限 展示 (116, 117) 
flag variety HEIR (25) 
flat 平坦 的 (118) 
formally unramified ÆREND K (217) 
free D;,,-module 目 由 Dp 模 (200) 
free 目 由 的 (149) 


Frobenius automorphism Frobenius 目 同 构 (303) 


附录 C 英汉 术语 对 照 表 


full subcategory 
fundamental class 
fundamental group 
generic fibre 
geometric Frobenius 
geometric point 
geometrically reductive group 
global duality theorem 
good reduction 
Griffiths transversality 
group extension 

group functor 

group object 

group of ideles 

group scheme 
groupoid 

height 

henselian local ring 
higher direct image 
homology group 
homomorphism 

Hopf algebra 

idele class group 
identity component 
induced module 
inertia group 
infinitesimal period relation 
inflation homomorphism 
injective object 
injective resolution 
inverse family 
isocrystal 

isogenous 

isogeny 

kernel 

L-group 

left coset scheme 


left derived functor 
left exact 


lift 
lifting 
_ linear algebraic group 


| 几何 ] Frobenius (139) 


几何 点 (163) 

几何 简约 代数 群 (20) 
整体 对 偶 定 理 (319) 
好 约 化 (192) 


高 次 相像 (438) 


er (409) 
内 射 分 解 (409) 
反问 族 (418) 


L EF (356) 


左 导出 AT (407) 


线性 代数 群 (2) 


. 444 . 附录 C ” 喘 汉 术语 对 照 表 


linearization 线性 化 (284) 

linearly reductive group 线性 简约 代数 群 (20) 
local moduli 局 部 参 模 (195) 

local Tate duality theorem 局 部 Tate 对 个 定理 (318) 
localising subcategory 局 部 化 子 范 畴 (408) 
localizing system 局 部 化 系 (398) 

locally finite free 局 部 有 限 目 由 的 (117) 
locally fnitely presented 局 部 有 限 展 示 的 (117) 
locally of finite type 局 部 有 限 型 (117) 
locally trivial 局 部 平凡 (326) 

model 模型 (111, 183, 192) 
modular function 模 函 数 (111) 

modular variety 模 族 (111) 

module crystal Penn AS (203) 

module scheme 模 概 形 (176) 
monomorphism 单 射 (397) 
multiplicative group TETERE (126) 
multiplicative system 习性 系 (398) 

Néron model Néron 模型 (193) 
Newton polygon Newton 多 边 形 (202) 
normalized primitive form 标准 原形 (113) 
normalized valuation 正规 化 赋值 (300) 
octahedron diagram 八 面 体 图 (395) 

open immersion FIZA (417) 

orbit : 轨道 (149) 

order 阶 (117, 185) 

ordinary 18 ts AY (195) 
p-Barsotti-Tate group p Barsotti-Tate 群 (200) 
p-divisible group p RI RFF (200) 
p-group p # (200) 

p-torsion group p HF (200) 

parabolic subgroup 抛物 子 群 (25) 

period space 周期 的 模 空 间 (101) 
periods of algebraic cycles | 代数 链 的 周期 (102) 
place 位 (301) 

Poincaré sheaf Poincaré /= (220) 
Poitou-Tate duality Poitou-Tate 对 侦 (320) 
Poitou-Tate sequence Poitou-Tate 序列 (320) 
polarizable 可 以 极 化 的 (101) 
polarization 极 化 (223) 


potential good reduction 潜在 好 约 化 (192) 
prétopologie (413) 


附录 C ”英汉 术语 对 照 表 


prehomogeneous vector space 
presheaf 

prime divisor 

prime element 

principal adele 

principal crossed homomorphism 
principal homogeneous bundle 
principal polarization 
pro-p-subgroup 

produit contracté 

profinite group 

prolongation 

proper morphism 

proper subcategory 
quasi-compact 

quasi-finite 
quasi-isomorphism 

quasi-split group 

quotient scheme 

radical 

ramification index 

rank 


Raynaud module scheme 
reciprocity law 

reduction mod p 
reductive group 

reflection 

regular 

relative Frobenius 

relative Frobenius morphism 
relative invariant 

relative Picard functor 
residue class degree 
restricting ground field 
restriction homomorphism 
right derived functor 

right exact 

right invariant derivation 
right translation 
rigidification 

rigidity lemma 

ring of adeles 


缩 积 (246) 
投射 有 限 群 (169) 
拓展 (184, 192) 
回 有 态 射 (190) 
真子 范畴 (396) 
拟 紧 的 (117) 

拟 有 限 的 (117) 


Tt UX TER (301) 
秩 (42, 117) 
Raynaud 模 概 形 (176) 
互 反 律 (102) 
模 p 约 化 (109) 
简约 代数 群 (20) 
反射 (32) 
正则 (74) 
相对 Frobenius (139) 
相对 Frobenius W$} (141) 


剩余 类 次 数 (301) 
基 域 限制 (293) 
限制 同 态 (261) 
Aa Ft ERI (407) 
石 正 合 的 (406) 
石 不 变 导 子 (132) 
石 平移 (122) 
刚 化 (211, 249) 
刚性 引 理 (188) 
adele + (303) 
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root 

schematic closure 
semi-stable reduction 
semidirect product 
semilocal theory 
semisimple group 
separable 

separated 

Serre group 

Shapiro’s lemma 
sheaf 

sheaf of sets 

Shimura variety 
simple group 

simple root 

simplicial complex 
site 

situs 

slope sequence 
special point 

split 

split extension 

split factor set 

strict henselian local ring 
strictly free action 
strong approximation theorem 
surjective family 
t-category 

T-valued point 
Lamagawa measure 
Tamagawa number 
tamely ramified group 
Taniyama group 
Tate’s theorem 
Teichmüller character 
terminal object 
theorem of the cube 
-group 

topology 

topos” 


\ 
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根 (31) 

概 形 闭 包 (184) 
半 稳 定 约 化 (192) 

半 直 积 (19) 
半 局 部 理论 (309) 
半音 代数 群 (20) 

可 分 的 (287) 

已 分 的 (190) 

Serre 群 (367) 

Shapiro 引 理 (261) 

层 (414) 

集 层 (232, 245) 
as fe (101) 

单 群 (184) 

单 根 (33) 

单纯 复 形 (437) 

位 形 (413) 

(413) 

Bt EPRI (202) 
特殊 点 (105) 

分 裂 (288) 

THD I (226) 
TRA F RE (269) | 
严格 Hensel 局 部 环 (169) 
严格 目 由 作用 (149) 
pa Jee JT KE FE (101, 304) 
满族 (416) 

t yu (396) 

T {EA (119) 
Tamagawa 测度 (341) 
玉河 数 (100, 345) 

5y Ux HF (169) 
Taniyama #* (368) 
Tate 定理 (312) 
Teichmüller 特征 标 (176) 
AXA (144, 245) 
立方 定理 (218) 

© Ff (225) 

拓扑 (413) 
(232, 245, 249, 413) 


O POT RAZ POA ME Wiel HA ICSE NPE. 


WKO TRIAGE MTR 


torsor 

torus _ 

transfer 

translation functor 
triangle 

triangulated category 
trivialization 
truncated exponential 
truncated logarithm 
truncation functor 
type 

uniformizing parameter 
unipotent group 
unipotent radical 
universal 6-functor 


universal effective epimorphisms 
universally closed 
unramified 


unramified character 


unramified element 
valuation 


valuative criterion for properness 
valuative criterion for separateness 
Verlagerung 

Verschiebung 

weak approximation theorem 
Weil group 

Weyl chamber 

wildly ramified group 

zero object 

1-coboudary 

l-cocycle 

2-coboudary 

2-cocycle 


tT (236) 

环 面 (17, 192, 286) 
转移 (265) 

平移 函 子 (394, 403) 
三 角形 (394) 

Hi ya (394) 
平凡 化 (249) 

截 尾 指数 (138) 
AMEX BL (138) 
PNE (396) 


ZA 效 满 身 (413) 

yZ AH (190) 

JES} EX (193) 

AN} ERED (358) 
不 分 此 元 (356) 

赋值 (299) 

回 有 性 赋值 准则 (218) 


可 分 性 赋值 准则 (218) 


(265) 

(143) 

99 la UT E M (300) 
Weil # 355 
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闭 子 群 概 形 122 
慰 准 拓扑 ， 413 
标准 原形 , 113 


不 分 歧 特 征 标 ，358 
不 分 卜 元 , 356 


C 


Fe, 414 


MERRE, 124 
PVE, 126 
MER, 398 


除 子 对 应 函 子 , 214 
KA, 191, 402 


D 


FREQ, 82 
代数 环 面 ，286 


代数 链 的 周期 ，102 
代数 群 同 构 ，3 


慨 齐 次 癌 量 空间 ，72 
慨 形 闭 包 , 184 
刚 化 , 211, 249 


刚性 定理 , 17 
刚性 引 理 ,188 


环 面 , 17, 192, 286 
J 


尖 形 式 ，111 
简约 代数 群 ，20 
基 (根系 的 ), 33 
基本 类 , 277 
基本 群 ,165 
基 域 限制 , 293 


几何 点 , 163 

几何 Frobenius, 139 
几何 简约 代数 群 ，20 
极 化 , 223 

集 层 , 232, 245 

加 性 范畴 ，393, 426 

加 性 函 子 , 393 


交换 群 对 象 ，145 
Br, 117, 185 


局 部 化 系 398 

局 部 化 子 范 星 ,408 

局 部 平 几 , 236 

局 部 Tate 对 偶 定 理 ，318 
局 部 有 限 型 ，117 

局 部 有 限 展示 的 ，117 


局 部 有 限 目 由 的 ，117 
绝对 Frobenius, 139 


K 


FRX, 417 
可 对 角 化 , 17, 284 
可 对 角 化 群 ，126 

可 分 的 , 287 

可 分 性 赋值 准 则 , 218 
可 公 度 , 325 

可 解 群 ,17 

可 解 群 结构 定理 ，19 


可 抹 的 ，428 
扩张 , 192, 226, 332 


L 


类 模 , 277 
立方 定理 , 218 
立方 结构 , 253 
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三 角形 , 394 
N 上 边缘 条 件 , 232 
ERGE, 83 
上 闭 链 条 件 ，232 
”上 单纯 复 形 ,437 


R Fl 


KIC, 301 
算术 Frobenius, 139 


特征 标 群 慨 形 136 
提升 , 183, 192 


通常 的 , 195 


同调 群 ，257 

同 态 , 145 
同 源 , 111, 191, 293 
投射 p TEF, 169 
投射 有 限 群 ，169 


拓扑 , 413 
拓展 , 184, 192 


椭圆 曲线 , 190 
W 


50 frie, 190 
完全 可 约 的 , 20 
位 , 301 

WIG, 413 

FEB ASB), 260 
tise J HF, 18 


无 穷 小 周期 关系 , 101 
X 


下 中 ， Èg] , 17 
纤维 积 , 139 
线性 代数 群 , 2 


线性 简约 代数 群 ,20 
线性 化 , 284 


限制 同 态 , 261 
相对 不 变量 , 72 
相对 Frobenius, 139 


相对 Frobenius 态 射 , 141 


严格 目 由 作用 ， 149 


RIK, 149, 152, 397 


余 道 映射 ，121 


余 道 元 , 123 
玉河 数 , 99, 345 


Z 


增 广 理想 , 121 
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Abel %, 190 
Abel 范畴 ，397 


Abel 概 形 ，190 
adele #, 303 
Barsotti-Tate #¥, 192 


Borel Æ EM, 101 
Borel --#®, 25 


BT Æ, 200 
Cartier Xf({, 136 


正则 ( 单 参数 子 群 ), 46 
正则 环 面 ，38 


整体 对 偶 定 理 , 319 
秩 , 42, 117 


AT, 101 
een? 439 Dieudonné 44, 206 
Dieudonné 模 , 207 
终 对 象 , 144, 245 
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